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Глава 13 
РЯДЫ 

13.1. Числовые ряды. Сходимость ряда. 
Необходимый признак сходимости 
1°. Числовым рядом называется выражение вида 

а^л-а, +^3 +... + л„ +... = ^ ^ ^ , (1) 

где числа Лр ^2, --'^ci^, ... образуют известную числовую после
довательность. Здесь а^ — общий член ряда. 

2^. Под частичной суммой ряда понимают сумму п первых 
его членов iŜ  = ^j + «2 "̂  • • • "̂  п̂* Числовой ряд называется сходя
щимся, если частичная сумма при п-^^ имеет предел. Этот 
предел называется суммой сходящегося ряда Ит5'^ =5 . Если 
предел lim S^ не существует, то ряд называется расходящимся. 

3°. Необходимым признаком сходимости ряда является ус
ловие lima^ =О.Если предел общего члена lima^ ;^0, то ряд 
расходится — достаточный признак расходимости ряда. 

1.1. Проверить, выполняется ли необходимое условие сходи-
,.А 2п-Ъ ^ п 1 1 1 1 

мости для рядов: а)2, / ^,у б) 2."7=7=7' ^) ^ ^ ^ ^ Й ^ " * ' П 2 ' " ^ -
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Решение, а) Найдем предел общего члена при « —> со: 

п 
Так как предел общего члена равен нулю, то необходимое 

условие сходимости ряда выполняется и ряд может сходиться. 
б) Найдем предел общего члена при п-^оо 

lim . = lim . = 1, 

V п" 
Поскольку предел не равен нулю, то ряд расходится (см. 

достаточный признак расходимости ряда). 
в) При исследовании на сходимость третьего ряда необхо

димо найти его общий член 

1 1 1 1 ^ 1 
2' 5' S' и' t r (3/1-1) 2 ' 

Найдем предел общего члена ряда lim г- = 0. 
^^-^-(3^-1) 

Для первого и третьего рядов необходимый признак схо
димости выполняется, поэтому они могут сходиться, но могут 
и расходиться, что можно установить только с помощью дос
таточных признаков сходимости. 

13.2. Достаточные признаки сходимости 
положительных числовых рядов 

1°. Интегральный признак Коши. Предположим, что суще
ствует непрерывная и убывающая функция f{x), причем при 
X = 1 она равна первому члену ряда (1), при л- = 2 второму члену 



ряаы 

и т. д. При сделанных предположениях ряд (1) сходится или рас
ходится в зависимости от того, сходится или расходится несоб
ственный интеграл 

^f{x)dx. (2) 

где нижним пределом интеграла может быть любое положи
тельное число из области определения функции. При исследо
вании рядов на сходимость интегральным признаком 
целесообразно пользоваться в том случае, когда достаточно лег
ко находится значение несобственного интеграла (2). 

2°. Первый признак сравнения. Пусть даны два положитель
ных ряда 

/1=1 

^,,+6з+^>з+- = Еб„- (4) 
/1=1 

Если все члены ряда (3) не превосходят соответствующих 
членов ряда (4), т. е. а^^ < Ъ^^ {п = 1,2,3,...), то из сходимости ряда 
(4) следует сходимость ряда (3), а из расходимости ряда (3) сле
дует расходимость ряда (4). 

При использовании этого признака исследуемый ряд срав
нивают с геометрической прогрессией 

Х<,(«^0), (5) 
/1=0 

которая сходится при |^| < 1 и расходится при |^| > 1, расходя
щимся гармоническим рядом 

I - (6) 
или рядом Дирихле 
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1 
^ . . р ' ZZn 

(7) 

который при р > 1 сходится, а при р < 1 расходится. 
3^. Второй признак сравнения. Пусть даны два положитель

ных ряда (3) и (4). Если существует предел lim~^ = К, то ряды 

одновременно сходятся или расходятся. 
4^. Радикальный признак Коши. Пусть flf,, > О и существует 

предел lim ща^^ = К, тогда ряд (1) сходится, если 7̂  < 1, и расхо-
дится, если А̂  > 1. 

В случае, когда А* = 1, вопрос о сходимости ряда остается 
открытым и следует пользоваться другими достаточными при
знаками. 

5°. Признак Даламбера. Если существует предел отношения 

последующего члена ряда к предыдущему lim " - = D, то при 
П 

D < 1 ряд (1) сходится, а при D > I расходится. При D = 1 при
знак Даламбера не дает возможности судить о сходимости ря
да. В тех случаях, когда признак Даламбера не дает ответа на 
вопрос о сходимости, прибегают к более тонким и сложным 
признакам. 

6^. Признак Раабе. Если существует предел 

lim а 
y^n^l 

^—1 
/ - J 

= R, 

то при R > 1 ряд (1) сходится, а при R < 1 ряд расходится. 
V 1 

7^. Признак Куммера, Пусть ряд 2^ — расходится. Если 
= К, то при А'>0ряд(1) существует предел lim с^ — с,̂ ,̂ 

,,̂ оо а+\ 
V " 

сходится, а при А" < О — расходится. 
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8°. Признак Бертрана. Если существует предел 

lim In п d^ 

*п+1 

= 5, 

то при в > 1 ряд (1) сходится, а при В < \ — расходится. 

9°. Признак Ермакова. Пусть функция f(^x) = a^ и суще-

ствует предел lim — '̂——-— = Е, тогда при Е < 1 ряд (1) сходит-
.v̂ ~ / ( х ) 

ся, а при Е>\ — ряд расходится. 
Функция е^ может быть заменена любой другой функцией 

ф(х), удовлетворяющей неравенству (р[х)>0. Таким обра
зом, из признака Ермакова может быть получен ряд других при
знаков, в зависимости от выбора функции (р{х). 

10°. Признак Гаусса. Представим для ряда (1) отношение 

- ^ в виде —iL_ = ^ + —+ —7, где А,̂ 1 —постоянные, а в^^ — 
^.+1 ^п+1 ^̂  ^" 

ограниченная величина \0„\< L; тогда ряд сходится, если Я > 1, 

/л>1, и расходится, если Я < 1 или Д < 1, Я = 1. 

1 

б) 

2.1. Исследовать сходимость рядов: а) ^ • 
п=\ (3^-1)' ' 

1 1 1 1 1 1 
- + — - + — ; т + - - ; в) : - -7 + —— + +. 1 + 1' 1 + 2 ' 1 + 3-̂  ' " ' 21п2 31пЗ 41п4 

Решение, а) Заменяем общий член ряда непрерывной фун

кцией /(•^) = Y ^ исследуем на сходимость несобствен-
ныи интеграл 

dx J (Зх-1)-
1,. 1 

= — lim-3^^~Зх-1 
= — lim 

3 -̂̂ ~> 

/ 1 1 
3 ) 8 - 1 2 6' 
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Интеграл сходится, следовательно, по интегральному при
знаку Коши сходится и ряд. 

б) Найдем сначала для ряда общий член 
1 1 1 1 

- + Г- + Г- + ... + Г- + . 1 + 1' 1 + 2' 1 + 3' 1 + ^' 

1 ^т dx _ 
Функщхя f\x) = j ; а интеграл J . 2 " I™ ^^^8 ̂ \ 

l + X' J 1 + Х Р~*°° 

л: 
7' 

Интеграл сходится, следовательно, по интегральному призна
ку Коши сходится и ряд. 

в) Найдем общий член ряда 

^ 1 
Т^ п\пп 

1 1 1 
21п2^31пЗ 41п4 

и рассмотрим интеграл 

I = limlnlnx: 

Нижний предел несобственного интеграла выбираем в со
ответствии с областью существования функции. Интеграл рас
ходится, поэтому согласно интегральному признаку расходится 
и ряд. 

2.2. Исследовать сходимость рядов: а) 2j 1/ > 
«=1 л/п-З 

б) У — - B ) - + i 
ЙЬл: ' 5 2 

(2Л' 1 
v5y 

M V 

v5y 
...; г) I 1 

Tt2n + 5 n=l 

Решение, a) Сравним данный ряд с расходящимся рядом 

1 1 
Дирихле, когда р = -. Общий член ряда Дирихле будет а„=—г-
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Так как ^ ^ - 3 < ifn, то , > -7=. 
л/п-З yjn 

Поскольку общий член нашего ряда больше общего члена 
расходящегося ряда Дирихле, то по первому признаку сравне
ния он тем более расходится. 

б) Сравним данный ряд с гармоническим рядом. Так как 
1пп<п, то общий член исследуемого ряда большесоответству-

1 1 
> — и, соответственно. 

In ;7 п ющего члена гармонического ряда 
наш ряд согласно первому признаку сравнения расходится, 

в) Найдем общий член ряда 

2 1 
- + -
5 2 

/ o V 

v5y 
=s 1Г2\ 

"Гх п[ 5 л=1 

и сравним с бесконечной геометрической прогресси

ей, знаменатель которой ^ = — < 1. Эта убывающая геометри
ческая прогрессия представляет сходящийся ряд, а общий член 
исследуемого ряда меньше соответствующего члена геометри
ческой прогрессии, т.к. делится еще на п. Отсюда следует, что 
наш ряд тем более сходится. 

г) Рассмотрим вспомогательный ряд 

(\ 1 1 
- + - + - + . 

1̂4 5 6 « + 3 

\ оо 1 

=Y—-—• 
tl'2(« + 3) 

Слева в скобках записан гармонический ряд, в котором 

отброшены первые три члена 'in 
1 + - + -

2 3 
. Поскольку отбра

сывание конечного числа первых членов ряда не влияет на схо
димость или расходимость ряда, то вспомогательный ряд 
расходится. 
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Сравним общие члены заданного ряда с членами вспомо-
1 1 

гательного ряда. Для любого п имеет место ~/ vT^^ î Г' ^ 2(л + 3) 2/1 + 5 
Так как члены заданного ряда больше членов, расходящегося 
ряда, то он тем более расходится. 

^ 1 
2.3. Исследовать сходимость рядов: а) 2^- :j\ 

«=1 (2п~1) 
^ 1 ^ 2п-Ъ 
,=, 2 -п t:;'A2(n + l) 

Решение, а) Сравниваем со сходящимся рядом Дирихле 

V —7. Находим предел отношения общих членов 

lim г- = lim -
' (Ь -1 ) ' 

п 
Так как ряд Дирихле сходится, то исследуемый ряд соглас

но второму признаку сравнения тоже сходится. 
б) Сравниваем с бесконечно убывающей прогрессией 

2^Т7- Пользуясь правилом Лопиталя, находим предел отно-
/1=1 2 
шения их общих членов 

,. Т ,. Т\п1 , 
lim = lim = 1. 
п^^г"" -п ' '->-2Чп2-1 

Так как предел существует и конечен, а бесконечно убыва
ющая геометрическая прогрессия сходится, то исследуемый ряд 
согласно второму признаку сравнения тоже сходится. 

в) Находим предел отношения общего члена исследуемого 
ряда и гармонического 

. 3 
(2«-3)и ,. ^~~ ^ 
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Поскольку предел существует и гармонический ряд расхо
дится, то исследуемый ряд также расходится. 

2.4. Исследовать на сходимость ряды: а) 2^ 

6)Ё 
/1=1 

^ 3,2 ^̂^ 
2п-1 

/1=1 2п + 1^ 
Решение, а) Воспользуемся радикальным признаком Коши. 

, I 
,. Г/2 + l Y .. ,2 + 1 .. ^^^ 1 ^ 

Находим предел bmW ~ =lim~ - = lim L.= =:К. 
/woo^^2^-lj "-̂ ~ 2,2-1 """""о-— ^ 

Так как предел К < 1, то ряд сходится. ^ 
б) Находим предел 

lim«1 
' 3,2 Y ,. 3,2 ,. 3 3 =lim = lim - = —. 
2n + l J «->-2,2 + 1 "-'°°2+ ^ 

,2 

Так как предел больше 1, то ряд расходится. 

2.5. Исследовать на сходимость: а) Х ~ 
у 

tir{2n+\y 
у ^ . у Г-' . 1 ^ Ь5 Ь59-(4,2~3) 
^1п"' ^ ( п - 1 ) ! ' ^̂  2'^2.4.6^'""^2-4.6-8-(4л-4)(4,2~2)* 

Решение, а) Воспользуемся признаком Даламбера. Зная об
щий член ряда, заменяем л на ,2 + 1 и находим член ряда 

Далее находим предел 

г. ,• «„.1 ,• 3''^'2" (2/1 + 1) 3 , . 2« + 1 3 
"-̂ ~ а„ "^"2"^'(2/1 + 3)3" 2''^~2л + 3 2 
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Так как предел больше 1, то ряд расходится. 

(w-fl)! 
б) Находим член ряда: а^^^ = 

{n^iy 
-̂ ^.. i- .^(^^0'z!:-.^ (̂ -̂ ^к ,. 1 1 D = l i m - ^ = lim- lim- •= lim-

Здесь /) < 1, следовательно, по признаку Даламбера ряд 
сходится. 

г\П~\ ^П 

в) Находим: а^ = --, а^^^ = —. Воспользуемся призна-

,. 2" (л-1)! ,. 2 ^ 
ком Даламбера lim -:;— = lini— = и; Z)< 1 ряд сходится. 

1-5-9--(4А? + 1) 
г) Находим а , , член ряда . . . , = 2 .4 .6 . . . 4 . ( 4 . + 2)* 

По признаку Даламбера lim-^^ = lim-7-7: гт = О? ^ < 1. 

Следовательно, ряд сходится. 
а^ п^'-4п{4п + 2) 

{2п-1)\\ 1 
2.6. Исследовать на сходимость У /^ ч,. ^ 

^ (2п)!! 2п + 1 
Решение. Воспользуемся признаком Раабе. Находим а^_^^ 

{2п + \)\\ член ряда: „̂+, (2А7 + 2 ) ! ! ( 2 ^ + 3 ) 

lim 
\2п + 2){2п + 3) ^ 

{2п + \у 

Здесь i? > 1, следовательно, ряд сходится. 

; вычисляем предел 

,. ^(6/1 + 5) 3 
= lim—^ - = - . 

" - - ( 2 ^ + 1) 2 
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2.7. Исследовать на сходимость ряд 2^ 
(2п-1)! 1 

t f (2и + 1)!2« 
Решение. Воспользуемся признаком сходимости Куммера. 

«=1 П 

Возьмем с^ - п, такой выбор возможен, так как ряд V — расхо 

дится. В этом случае 

(2«-1)!(2н + 3)!(2и + 2) 
lim 

= lim 

(2« + 1)!2«(2« + 1)! 

(2«+3)(п + 1) 

- ( « + 1) 

2и + 1 -(« + !) 

Здесь К> О, следовательно, ряд сходится. 
^ 1 п" 

2.8. Исследовать на сходимость ряд 2^~^~ 
—]П\е 

Решение. Находим а̂ ,̂ = -
1 {п + \) /7 + 1 

(и + 1)! е"^' ' 
Воспользуемся признаком сходимости Бертрана. Вычис

ляем предел 

lim In п п\е" („ + lf' -1 -1 

= lim In п — 1 
1 + 

-limine = -оо. 

Здесь 5 < 1, следовательно ряд расходится. 

2.9. Исследовать на сходимость ряд ^ 1 
п=2 п Inn In Inn 
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Решение. Воспользуемся признаком сходимости Ермако-
1 

— —;— и находим предел 
л: In JC In ш X 

ва. Составляем функцию / ( ^ ) = ' 

,. xlnjclnlnxe"" ,. , , 
lim = lim In In X = oo. 
-̂>~ e"" In e" In In e"" -̂>~ 

Здесь £ > 1, следовательно ряд расходится. 
2.10. Исследовать на сходимость: 

. ^ 1 ЬЗ (2А7~1)!! 
а) 1 + -4- + -Ц—Н^+... 

2 2-4 (2^2)!! 

^ rt!y(7+l)...(y + « - l ) 
— гипергеометрический ряд. 

а 
Решение, а) Найдем отношение —— и воспользуемся 

формулой Тейлора 

In { 1 V 

«„+1 2 л - 1 \ In 
, 1 1 - 2 1 , 1/2 1/4 

In \-1{1пу п п 

п 1 _ 1 1 
f„ - — — величина ограниченная, а А̂  - " < ^ следовательно 
ряд расходится. 

б) Применим признак Гаусса 

«11 п 
( аУ. Р^ 1 + 1 + -

Пользуясь разложениями 
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' , = ,-£.-£L±; ' = ! - £ + .''' ' 
1 + « " , + «-<=' 1 + 1 « ! + £«' 

представим отношение в виде —^- = 1 + -̂  + -7-. 

Здесь 0̂  — ограничена и ряд сходится при у - Of- jS > О и расхо
дится при у-а-рйО. 

13.3. Знакопеременные 
и знакочередующиеся ряды 
Ряд с членами разных знаков называется знакопеременным 

рядом 

Ряд называется знакочередующил1ся, если знаки членов это
го ряда строго чередуются 

п=1 

Ряд (1) называется абсолютно сходящимся, если сходится 
ряд, составленный из абсолютных значений его членов 

Сходящийся знакопеременный ряд (1) называется условно 
сходящимся, если ряд (3), составленный из абсолютных значе
ний его членов, расходится. 

Признак Лейбница. Знакочередующийся ряд (2) сходится, 
если его члены при п —> оо монотонно убывают по абсолютной 
величине стремясь к нулю, т. е. lini а^ = 0. 
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При исследовании рядов (1), (2) на абсолютную сходимость 
следует использовать достаточные признаки сходимости. 

Оценка погрешности. Если в сходящемся знакочередую
щемся ряде ограничиться первыми п членами, то остаток R^ ряда 
R^ =S-S^ =(~l)"t/„^i+(-l)''"' w„+2+--- имеет знак первого от
брошенного члена и будет меньше его по абсолютной величи
не |^;,|<w„^j. В силу этого свойства знакочередующиеся ряды 
весьма удобны для вычислений с заданной степенью точности. 

3.1. Исследовать на сходимость ряды: а) 1 ь +... 
3 5 7 

б) 2.—^'^ в) 1 И ) 2 - ; г) 1(-1) — . 
п=\ ^ п=1 ^ п=2 f^ 

Решение, а) Данный ряд знакочередующийся. Найдем а^ 

_Н) 
/1+1 

член ряда: ^ = i _ i _ _ Члены ряда убывают по абсолютной 
" 2 / 7 - 1 . 

величине, стремясь к нулю lii^ т 7 ~ ^' следовательно, по при
знаку Лейбница ряд сходится. 

Для выяснения сходимости ряда, составленного из абсо
лютных значений его членов, воспользуемся интегральным при
знаком 

i:^=i,in,№zl)=iiin„„(2.-i = -l imln(2j8-l) = oo 
,2JC-1 2P-^-i 2x-\ 2P--- ' 1 2«->- ^ ^ 
1 1 li 

Так как интеграл расходится, то расходится и ряд, состав
ленный из абсолютных значений его членов. Следовательно, 
исходный ряд — условно сходящийся ряд. 

б) Ряд знакопеременный. При любом а предел 
,. sinan ^ 
lim — '— = О, следовательно, ряд может сходиться, т.к. члены 
его стремятся к нулю не монотонно. Рассмотрим теперь ряд, 

^ ^ ^ Isinawl 
составленный из абсолютных значении его членов 2^ п' 
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Сравнивая его со сходящимся рядом Дирихле У],-у, убежда-
, . , ^\п 
|sina«| 1 

емся г - "Т по первому признаку сравнения в его сходи
мости. Отсюда следует, что исходный знакопеременный ряд 
сходится абсолютно. 

в) Запишем разложение ряда 

> (-1) 2 — = + - + ... 
^, Т 2 4 8 16 

Отсюда видно, что ряд знакопеременный. Исследуем на 
сходимость по признаку Даламбера ряд, составленный из аб-

I-солютных значении его членов ^^ „̂ 

lim ; = - , D< I. 
n^-l''^' п 2 

Так как ряд сходится, то искомый ряд сходится абсолютно, 
г) Ряд знакочередующийся. По признаку Лейбница 

lim = lim — = О ряд сходится. Исследуем на сходимость ряд, 

составленный из абсолютных величин. Воспользуемся интег
ральным признаком сходимости 

о о , /3 . 1 ^ 1 
I dx = lim I Inx (ilnx = — lim In^ jc = — limfln^ б -In^ 2) = oo. 
2 2 I2 

Интеграл расходится, следовательно, расходится и ряд. Та
ким образом, исходный ряд есть ряд условно сходящийся. 

3.2. Найти сумму ряда 1 + н ... с точностью 
2! 4! 6! 8! 

до 0,01. 
Решение. Согласно свойствам сходимости знакочередую

щихся рядов абсолютная величина первого отброшенного чле-
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на должна быть меньше 0,01. Поскольку — = < , то до-
6! 720 100 

статочно найти сумму первых трех членов ряда, чтобы обеспе
чить заданную точность 1 + — = 1 — + — = 0,541. Сумма 

2! 4! 2 24 
отброшенного ряда + +... по абсолютной величине 

J J 6! 8! 10! 
меньше 7, ~ ^̂ 7v • Следовательно, вычисление выполнено с точ-

1 ностьюдо 
720 

13.4. Степенные ряды 
1°. Ряд вида 

^а,,л:'' =^0 +ajjc^ -\-а^х^ Л-а^х" Л-.,,^ (1) 

где (2Q, flp ̂ 2, Д35 • • • — постоянные числа, называется степеннььч 
рядом расположенным по степеням х. 

Если степени х заменить степенями разности х - х^^ то по
лучим ряд 

X^«(^~^o)"=^o+^i(^-^^o) + ^ 2 ( ^ - ^ o ) ' + - . (2) 

который также называется степенным рядом. 
2^. Число R называется/7^<)wjrayv/ сходимости ряда (1), если 

при |л:| < R ряд сходится абсолютно и расходится при \х\ > R. 
Радиус сходимости ряда (1) находят по формуле 

а.^ (3) R = \im\ 
\ П 

Интервал (-/?, R) — называется интервалом сходимости 
ряда. Интервалом сходимости для ряда (2) служит интервал 
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|X-XQ[ < /? с центром в точке х = х^ внутри которого ряд схо
дится абсолютно; при |X-XQ| > i? — ряд расходится. 

3°. Под областью сходимости рядов (1), (2) понимают 
один интервал числовой оси, симметричный относительно 
точки X =0 для ряда (1) и точки х = х^ для ряда (2), который 
может быть закрытым, открытым и полуоткрытым. Область 
сходимости степенных рядов обычно определяют с помощью 
признака Даламбера, применяя его к ряду, членами которого 
являются абсолютные величины членов исследуемого ряда. Гра
ничные точки X, для которых признак Даламбера не решает 
вопрос о сходимости ряда (D = 1), исследуются особо, с помо
щью других достаточных признаков сходимости. 

^ (n + lY 
4.1. Найти область сходимости рядов: а) ^ 

ч5 1 
Х" 

л=0 

^" о о I I I ^ ^ " оо о 

2я+1 

2п + 1 
5 

/1=1 

Д) 1 ^ ' 

Решение, а) Используем признак Даламбера: 

{n + \fx-\ (n + lfx'"'' 
а„=—: ^—; a„^^ = 

lim 

2п + 1 " ' 2« + 3 
2п+2' 

«»+1 = lim', ^ ' - ^-^ f = х 
''-^- |jc'"| {2п + 3){п + 1) ^>. . , , , , , - . - , 

и определяем, при каких значениях х этот предел меньше 1; х^ < 1, 
отсюда -1 < л: < 1. В этом интервале ряд сходится абсолютно. При 
|.v| > 1 ряд расходится. Граничные точки х = ±1 исследуем особо. 

v^O^ + 1) Пусть X = - 1 , тогда получим числовой ряд > 
tTo 2п + 1 

рый расходится, т.к. не выполняется необходимый признак 

5 

, КОТО-
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сходимости ряда lim-̂ ^ ^ = 00. При х = 1 ряд имеет тот же 

вид и также расходится, следовательно, областью сходимости 
является открытый интервал -1 < л: < 1. 

б) Используем признак Даламбера 

_{-1Гх" 
««+1 = 

(-1)" ,п+\ 

lim а •п+\ = Ит х"'' п 
х" п-^\ 

/2 + 1 

=\х\ 

и определяем, при каких значениях х этот предел меньше едини-
цы |х| < 1; -1 < л: < 1. В этом интервале ряд сходится абсолютно. 

rt-i ~ (-1) 
При X = 1 получаем рад ^-—-—, который сходится по 

признаку Лейбница lim — = 0. При х = -1 получим расходящий-

ся гармонический ряд У — , все числа которого отрица-

тельны. Таким образом, областью сходимости данного ряда 
является полуоткрытый интервал -1 < х < 1. 

в) По признаку Даламбера 
i" . -2п 

а . = ^ = ^ ^ 
"+1 2/1+2 

lim 

««+1 = 3"^'(п + 2)л/^ГГ2' 

а •п+\ 

а. 
= — hm-̂ ^ , = — . 

3 ''-^~(« + 2)л/и + 2 3 

Ряд сходится абсолютно при -л/з < л: < л/з. На границах 

(-1)" 
X = ±7з ряд примет вид ^ 

; ^ ( « + 1)л/лТТ' который сходится по 
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признаку Лейбница Ит- = 0. Следовательно, обла-

стью сходимости будет закрытый интервал - ^ < х < л / з . 
г) По признаку Даламбера имеем 

lim *W+1 = lim^ ^ J ^ \—-1-^{х^Ъ\Х\т = 0<1 . 

Так как ряд сходится при любом значении х, то его интер
вал сходимости есть вся числовая ось - с о < х < ^ . 

д) По признаку Даламбера 
чп+1 

lim *n+i = lim {х-ЪупЪ" 
(« + 1)5"^'(х-3)" 

х-31 . п 
i-lim-

\х-Ъ\ 
« + 1 

|х-3| Ряд сходится абсолютно при Y1—11 < \ или -5 < х - 3 < 5, 
5 

откуда -2 < л: < 8. 
Граничные точки исследуем особо. При х = 8 ряд имеет 

1 (-1)" 
ВИД у — и расходится. При х = -2 ряд имеет вид У, и по 

1 
я=1 

признаку Лейбница сходится lim —= 0. Таким образом, облас-

ТЬЮ сходимости является полуоткрытый интервал -2 < х < 8. 

13.5* Функциональные ряды 
1". Ряд вида 

(1) 
п=1 

где а^(х), a^ix), а^{х), ... — некоторые функции переменной х, 
называется функциональным. 
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Под областью сходимости понимают множество значений 
аргумента х, при которых ряд (1) сходится. При определении 
области сходимости обычно используют признак Даламбера, 
а граничные точки в которых D = 1 исследуют с помощью дру
гих достаточных признаков сходимости рядов. 

2°. Равномерная сходимость. Функция 5'(x) = limS„ (х) 
называется суммой ряда (1), а разность R^ (х) = 5'(х)-5',^ (х) — 
остатком ряда. Ряд (1) сходится равномерно на промежутке [а, 6], 
если для любого в > О, можно найти такое N, что при п > Мдяя 
всех X из данного промежутка выполняется неравенство 

Функциональный ряд (1) сходится абсолютно и равномер
но на промежутке [а, Ь], если существует такой сходящийся по
ложительный числовой ряд ^ с ^ , что |а^(х)|<с^ при а<х<Ь 
(признак Вейерштрасса). ""' 

Если aj(x), а^(х), а^{х),... — непрерывные функции в обла
сти их определения и ряд (1) равномерно сходится в этой обла
сти, то его сумма/(х) есть функция непрерывная. Если ряд из 
непрерывных функций сходится, но неравномерно, то его сум
ма может оказаться разрывной функцией. 

5.1. Определить ббласть сходимости: а) ^ ( - 1 ) " ^ П ^ ' 
п=\ ^ 

б) S2''sin:^; в) lg(x-4)+lg^(x-4)+...+lg"(x-4) + ... 

Решение, а) Рассмотрим ряд, составленный из абсолютных 

величин исходного ряда V и для определения сходимос-
/1=1 '^ оо J 

ти сравним его со сходящимся рядом Дирихле Z^~- При х > е; 
~п' 

р = In X > 1, следовательно, наш ряд на основании признака 
Вейерштрасса сходится абсолютно. 
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ч«+1 1 
При X = е ряд имеет вид Л, (~~0 ~ и является по признаку 

Лейбница условно сходящимся рядом. При I < х < £?; О < In .х < 1 
и ряд по признаку Лейбница сходится, а сравнивая ряд с чле
нами из абсолютных величин с рядом Дирихле убеждаемся, 
что он сходится неабсолютно. При 0 < л : < 1 ; 1пл:<0и ряд 
расходится, т.к. не выполнен необходимый признак сходи-

мости ^^'^'"^^ '^' Следовательно, при х>е ряд сходится абсо-
лютно, при 1 < Л' < ̂  сходится условно, при о < X < 1 расходится, 

б) Используем признак Даламбера 

£) = lim а. п+1 = lim 
2" '̂ 

2" 

sin 

sin 

X 

з"-"' 
X 

= 2Iim 
-sin 

ОЛ + 1 OAl n+1 

X X . X 
IT s in — 

3 

предел D меньше 1 и ряд сходится при любом значении х, 
о б л а с т ь с х о д и м о с т и - с о < X < оо. 

в) Логарифмическая функция Ig {х - 4) определена для 
X - 4 > О, то есть 4 < х < оо. Данный ряд представляет геометри
ческую прогрессию со знаменателем q =\g{x-4). Ряд сходится 
при условии 1̂1 < 1, то есть |lg (х - 4)| < 1 или -1 < Ig (х - 4) < 1. 

Отсюда I g — < l g ( ^ - 4 ) < l g l 0 или — < х - 4 < 1 0 , 4,1<х<14. 

Следовательно, данный ряд сходится для значений х из ин
тервала XG ]4,1;14[, который содержится в промежутке ]4;со[. 

5.2. Показать, что ряд Х(""^)"^ — сходится равномерно 
на отрезке [О, 1). При каких п и любом х на этом отрезке оста
ток ряда |КДх)| < 0,1? 

Решение. Рассмотрим ряд, составленный из абсолютных 

величин членов данного ряда V — . По признаку Даламбера 
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D = lim 
х""'' п 

Для всех значений х из полуоткрытого 

промежутка [О, 1) этот предел меньше 1, следовательно, в про
межутке [О, 1) ряд сходится абсолютно. Поскольку 

( ^ \П+\ X 
~А j — ^ —> то исследуемый ряд для х из промежутка [О, 1) 

/2 

сходится абсолютно и равномерно. 
Остаток знакочередующегося ряда имеет знак своего пер

вого отброшенного члена и меньше его по абсолютной величи-

не, т. е. \кХх)\<а^^,{х). Отсюда \К{х)\< г< 7^0,1; 
71 + 1 ПЛ-Х 

А! +1 > 10; п>9 для всехх на отрезке [О, 1). 
1 

5.3. Доказать, что ряд 2^ — равномерно сходится ^2""'л/ГГ72Х 
в интервале О < х < ©о. При каком п сумма ряда может быть 
вычислена с точностью до 0,001 для любых х > 0. 

Решение. При любом х > О члены данного ряда меньше 
членов числового сходящегося ряда 

i l l 1 
1 + - + —+ ... + г + ..., 

2 4 2"-' 
следовательно, по признаку Вейерштрасса ряд сходится равномер
но для всех значений х в интервале О < х < оо. Остаток функщюналь-
ного ряда меньше остатка числового ряда, который представляет 
бесконечно убывающую геометрическую прогрессию, т. е. 

l y 
1 К{^)< 

1-i 
2 

>«-1 < 0,001. 

Отсюда 2^"^ > 1000 и сумма ряда может быть вычислена с 
заданной точностью при AI = 11. 
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5.4. Определить сходимость ряда ^ 7 Гу̂ * 

Решение. При любом значении х данный ряд представляет 
бесконечно убывающую геометрическую прогрессию со зна-

1 менателем q - ——j- < 1. 
l + x' 

х' Ряд сходится и имеет сумму / (х) = — = 1 + х 

Найдем частичную сумму S^p:). По формуле суммы п чле
нов геометрической прогрессии имеем 

х'-^х' ^ 1 Y""̂  

5 =- 1 + х' , 2 1 

1 + х" 

Отсюда остаток ряда R^ (^) = | / (• '̂)~ ̂ ;, (•^)| = 

При X —> о нельзя указать такое число N, при котором ос
таток ряда стремился бы к нулю, так как при любом п остаток 
равен единице. Следовательно, какое бы е мы ни выбрали, бу
дет \f{x)-S^ (х)| > £ при х -> 0. Ряд сходится неравномерно. 

13.6. Числовые и степенные ряды 
с комплексными членами 
1°. Числовым рядом с комплексными членами называется ряд 

вида 

Х^«=^1+^2+^3+- + ̂ «+-- (1) 
/1=1 

где с^^а^-^ bj — комплексные числа; а^,Ь^ — действительные 
числа; f- = - 1 . 



30 Гпава 13 

Ряд с комплексными членами сходится, если одновремен
но сходятся ряды с действительными членами ^ ^ „ и ]^6^, 
причем в этом случае 

E^«=S^«+^X^- (2) 
/ 7 = 1 /1 = 1 П = \ 

Ряд (1) называется абсолютно сходяпдимся рядом, если схо
дится ряд, составленный из модулей его членов 

/ 2 = 1 / J = l 

Исследование комплексного ряда сводится к исследованию 
сходимости двух рядов с действительными членами, причем, 
если хотя бы один из рядов расходится, то и комплексный ряд 
также расходится. При исследовании рядов на сходимость иног
да целесообразно применять признаки Даламбера или Коши. 

2°. Степеннььм рядом с комплексньъми членами называется 
ряд вида 

2;c„-^=Co + c,z + c , z4c3z4 . . . , (3) 
/1=0 

где z^x + iy — комплексная переменная; с^^а^Л- ib^ — комп
лексные постоянные. 

Если степени z заменить степенями разности z - z^ то 
получим ряд 

оо 

2^Co(z-Zo)"=Co+c,(z-Zo) + C2(z-Zo)4. . . , (4) 
/1=0 

который также называется степенным рядом с комплексными 
членами. Здесь ZQ =х^+1у^. 

Поскольку комплексные числа на комплексной плоскости 
хОу представляются точкой, то область сходимости степенно
го ряда представляет круг с центром в начале координат для 
ряда (3) и с центром в точке z - z^ для ряда (4). 
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Число R называется радиусом круга сходимости ряда 
(3),если \z\ < R. Для ряда (4) \z - ZQ\ < R. Внутри круга сходимо
сти ряды сходятся абсолютно; при |2:| > i? или |̂  - ^QI ^ ^ РВДЬ! 
расходятся. В точках, лежащих на границе круга сходимости, 
ряды могут как сходиться, так и расходиться. 

n{2-\-iy 
6.1. Исследовать сходимость рядов: а) 2L" 

б) 
Ып-i 
п + \ ' 

п=\ 

;2(2- / ) + 1 
«(3~2 / ) -3 / 

Решение, а) Используем признак Даламбера 

lim "«+1 Km (« + 1)(2 + / Г 2 |2 + /1 /1 + 1 
• ' •hm 

^|2 + /|^V4HhT_V5 ^ 
"" 2 " 2 "" 2 ^ ' 
Поскольку предел больше 1, то данный ряд расходится. 
б) Представим ряд по формуле (2) в виде суммы двух ря-

дов с действительными членами X T^^ZJ Г- Сравнивая 
П ^ + 1 «=0̂ ^ + ! 

каждый ряд с гармоническим рядом, убеждаемся в их расходи
мости, следовательно, исходный ряд также расходится. 

в) Представим исследуемый ряд в виде суммы двух 
знакочередующихся рядов 

чл-1 

(-1)" . ..V (-1)" 
t ; ' A 2 l 2 3 4 5 6 7 8 t! 2n t! 2/7-1 

Оба числовых ряда с действительными членами согласно 
признаку Лейбница сходятся. Ряд же, составленный из моду

лей = Sr. расходится, следовательно, исходный ряд схо

дится условно. 
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г) Используем радикальный признак Коши 

2и + 1-ш 
limWcJ = lim«i 

1-i 
3~2i 

n(2-i) + l 
n{3-2i)-3i 

(2-/)(3 + 2/) 

= lim 

8 + / 
13 

3«-(2«+3)/ 

' l3 |(3-2/)(3 + 2/)| 
Поскольку предел меньше 1, то ряд сходится абсолютно. 

(z-li)" 
6.2. Определить круг сходимости: а) 2^ i"z"; б) 2^-

в) |;(«!-f/)z-; г) Х ^ ^ ^ . -

л=0 я=1 пЪ" 

^ ( 2 « - 1 ) ! 
Решение, а) Используем признак Даламбера 

lim = lim 
•n+l и+1 

I Z 

i"z" — \z\. 

Согласно признаку Даламбера ряд сходится при всех зна
чениях \z\< 1. Вне этого круга, т. е. при |z| > 1, ряд расходится. 

На границе этого круга ряд расходится, т.к. ряд 2^^ не удов
летворяет признаку сходимости Лейбница. 

б) По признаку Даламбера 

п=0 

lim 
и+1 {z-2iy^n3 

{n + l)y^'{z-2iy 
к-2/1 п 

^lim- U-2/1 
'п + 1 

Следовательно, радиус круга сходимости |z-2z|<3, вне 
этого круга IZ - 2z I > 3 ряд расходится. На границе круга сходи
мости 12-2/1=3 ряд расходится, так как во всех точках этой 

границы расходится числовой ряд X—• 
в) По признаку Даламбера 
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lim 
((n + l)!+/)z''^^ 

(n!+/)z'" 
= z lim 

n!(n + l) + / 
л!+/ 

Радиус круга сходимости данного комплексного степенно
го ряда i? = О и ряд сходится только в одной точке (0,0). 

г) По признаку Даламбера 
,2л+2 , 

lim 
(̂ / + 1 ) ! ( 1 - Z ) Z ^ ^ " ^ ( 2 A Z - 1 ) ! 

(2/2 + l)!«!(l~/)z' 
(« + 1)(2«-1)! 

"-^~(2п-1)!2л(2п + 1) 

Радиус круга сходимости данного степенного ряда i? = «> 
и ряд сходится во всех точках комплексной плоскости. 

13Л. Алгебраические действия над рядами 
V. Пусть даны два ряда 

]£а„=а,+а2+аз+. . . (1) 
/1=1 

Х^"=А+^2+*3+- (2) 
п=\ 

Под суммой (разностью) этих рядов понимают ряд 

| ; ( а„±6„ ) = (а ,±б0 + (а ,±6,) + (аз±^>з) + ... (3) 
я=1 

Если ряды (1), (2) сходятся, то сходится и их сумма (разность). 
2°. Под произведением рядов (1),(2) понимают ряд 

2^С„=С1+С2+Сз+... + С„+. 
л=1 

(4) 
где с^-ар^, 

Сз = ^,Z?3 + ^ 2 ^ 2 "'" ^3^1 > 

<:« =«,Z?„+flfA-.. +... + «;,Ь,. ^,t/„ ^ "2^«Ч 
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Если ряды (1), (2) сходятся абсолютно, то ряд (4) сходится 
также абсолютно и его сумма равна произведению сумм рядов 
( 1 ) и ( 2 ) . 

3°. Конечный или бесконечный предел S частичной суммы 
S^ ряда (1) при W —> оо называется суммой ряда 5 = lim 5^. 

Если в ряде (1) отбросить первые п членов, то получим ряд 

^п.х + ^п.1 + ^п.ъ +. . . = 5 - 5 , = /г„ (5) 
который называется остатком ряда, 

п^ г^ ^ 1 + П ^ ( - ! ) " - « 
7.1. Составить сумму рядов > —— и 2^-——^ . Схо-

дится ли эта сумма/ 

Решение. Сумму рядов находим по формуле (3) 

/1=1 ^ /1=1 ^ П=\ ^ «=1 ^ 

с р а в н и в а я общий член полученного ряда по первому при

знаку сравнения со сходящейся геометрической прогрессией 

—Ь—L_ < — убеждаемся в его сходимости. 
L L оо I со J 

7.2. Составить разность рядов X ~" ^ S ^ исследо-
вать ее на сходимость. 

Решение. Разность рядов находим по формуле (3) 

hn t r 2 « - l " t r 4 2 / i - l ) " t f n ( 2 n ~ l ) ' 

Сравнивая общий член полученного ряда по второму при
знаку сравнения с расходящимся гармоническим рядом 
,. {п-\)п 1 -
lijYi-̂ ^ '— = — убеждаемся в его расходимости. 
"-^-w (2/2-1) 2 

V / оо 1 с» 1 

7.3. Перемножить ряды ^ — т = г и ^ - ^ . Сходится ли это 
/1=1 п^п „=1 З'' 

произведение? 



ряаы 35 

Решение. Раскроем перемножаемые ряды 

2 ^ г "^"^^3 /2 "^^3/2 •^•••' > г = 1 + - + —+ .. 
tr3"-^ 3 3' 

Пользуясь схемой (4), находим произведение 

1 
+ 

1 1 
- + -
3 2 

3/2 + 
1 1 1 
- + — 

+ 
1 

+ -
1 1 1 1 

|3/2 о « - 2 -j3/2 <^п-Ъ 

32 

+ ... + -

- + 
1 ^ 

3/2 ^ 3 / 2 + ...+ 

1 
.3 /2 + ... 2 3 3 3 п 

Для доказательства сходимости перегруппируем члены 

^ 1 I 
1 + - + -Г + ... + -

V 3 У ,«-1 + . + -
1 

,3/2 1Д+..... 1 л 
»л-2 + ... 

V 
+ 

/ 
+- .3/2 

1 1 
1 + -+. . .+ 

3 З'^-' 
+ ... + . 

Выражения в скобках представляют бесконечно убываю-
1 щую геометрическую прогрессию со знаменателем равным —. 

Находя сумму этой прогрессии и вынося ее за скобки, получим 

ряд Дирихле ' 1 1 \ \ 
1 + - ^ + - ^ + ... + -37У + --- ь который сходится. 2 3 п I 

Члены же исследуемого ряда меньше, поэтому он тем более схо
дится. 

7.4. Оценить ошибку, допускаемую при замене ряда 
, 1 1 1 
1 + - 7 + -Г + - + -Т + -

2' 3' п' 
суммой его первых п членов. 

Решение. Запишем остаток членов ряда после п членов 
R = 1 1 

- + -
1 

{n + iy {n-^iy {п + зу - + . 
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Нетрудно заметить, что 
1 

- + 
1 

- + ...> - + -(п + 1)' (^ + 2)' (^ + 1)(^ + 2) (^ + 2)(А1 + 3 ) + ...: 

1 ^ Г J 
упЛ-Х п + 2 п+2 п+3 

+ ... = • 
л + Г 

следовательно, R > 
п + 1 

С другой стороны R < — + — -
" п{п + 1) {п + 1){п + 2) 

^1 1 W 1 I \ 1 
П А2 + 1 + п + \ /2 + 2 + ... 

Таким образом, остаток ряда, а следовательно, и ошибка 

заключена в пределах < ;? < _, 

7.5. Сколько членов ряда 2^~ ^-^/о 1\гп нужно взять, что-
п=1 î '̂̂  + i j ^ 

бы вычислить его сумму с точностью до 0,001? 
Решение. Первый из отброшенных членов ряда равен 

пл-\ п 
(2« + 3)5" Л 2 + -

п 
-я+1 

< -<0,001. 

Отсюда 5"̂ ' > 500 И для заданной точности достаточно 
взять п-Ъ членов ряда. 

13.8. Почленное интегрирование 
и дифференцирование рядов 

1°. Степенной ряд можно почленно интегрировать по лю
бому замкнутому промежутку \а,Ъ\ лежащему внутри ин-
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тервала сходимости ряда [-/?,/?], т. е. 

|ao<i:c + a,J хйх^-.,Ла\ x''Jx + ... = ^ л I x'dx-2^ • 

2°. Степенной ряд внутри его промежутка сходимости мож
но почленно дифференцировать в любой точке, причем при по
членном дифференцировании степенного ряда радиус 
сходимости не уменьшается и его можно почленно дифферен
цировать сколько угодно раз. 

п=\ 

8.1. Найти сумму ряда: а) V h... + + ...; 
3 7 Ап-\ 

б) l -~3x45x ' - . . . + ( - iy" ' (2^- l ) jc ' " -4 . . . 
Решение, а) Дифференцируя ряд почленно, получим 

\-х' 
геометрический ряд, который сходится при |х| < 1. 

Интегрируя почленно этот ряд и его сумму, получим сум-
х' х' х'' х'-' к 

муряда — + — + — + ... + + ... = -1п 
3 7 И 4п-1 4 

б) Интегрируя почленно ряд, имеем 

х + 1 
1-х 

1 —arctgx. 

; , _ ; , 3 ^ ^ 5 _ ^ ^ ^ ^ ^ _ j y - 1 ^ 2 . - l ^ ^ ^ ^ ^ . 

1 + х' 
геометрический ряд, который сходится при |х| < 1. 

Дифференцируя этот ряд почленно, получим исходный ряд 
и его сумму 

П-\ / ^ ^ \ 9„_7 1 X 

(1 + х^) 
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13.9. Разложение функций в степенные ряды 
1°. Если существует предел последовательности частичных 

сумм limiS^^x), то функциональный ряд сходится к некоторой 
функции/(х) , то есть / (х) + /2(^) + ... + Л (х) + ... = / ( х ) . 

Если функция f{x) известна, то 

/(х)=у;(х)+/з(х)+...+/„(х)+... 
выражает разложение функции f{x) в ряд по функциям fi{x). 
Если функции fi{x) — степенные, то говорят, что функция 
/ ( х ) разложена в степенной ряд. 

2°. Представление функции в виде степенного ряда назы
вается разлож:ением функции в степенной ряд. Общее правило 
разложения функции в ряд по степеням (х-х^^) дается рядом 
Тейлора 

f(x) = f{x„)+^ix-x„)+J^{x-x,f + 

п1 
а по степеням х рядом Маклорена 

сходящимся к / (х) для всех значений х, при которых остаточ
ный член i?̂  (х) -^ О при W —> CXD. Остаточный член в форме Лаг-
ранжа для ряда (1) имеет вид 

л„М=^^Ч^^*"'[^о+(^-^о)в]; (о<в<1), (3) 
а для ряда (2) 

ф) = ̂ /"\хв). (4) 
п\ 
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Ряд (1) служит для аналитического представления функ
ции в окрестности точки х-х^, а ряд (2) — в окрестности точ
ки х = 0. 

3°. Во многих случаях разложение функции в степенной ряд 
просто получить, если использовать стандартные разложения 

X Х^ Х" 

II. s inX = X - ^ + ^ - . . . + ( - i y ^ £ l ^ + ... ( - о о < . < о о ) , 

III.COSX = l - | ^ + ^ - . . . + ( - l ) " ^ + ... ( - о о < х < о о ) , 

ттг /1 ч™ 1 "^ т(т-\) , т(т-\)...(т-п + 1) „ 
IV. (1 + х) =1 +—х + —̂^ ^х-+...+—^^ —̂̂  ^-х"+... 

^ ^ 1! 2! п\ 
( -1<х<1) , 
1 

V. 1 = 1 + х + х-+... + х"+... ( -1<х<1) , 
1-х ^ '' 

VI. 1п(1 + х) = х - — + —-. . . + ( -1Г '—+. . . ( -1<х<1) , 
2 3 п 

X X / \п—1 X \и. arctgx = x-^+—-... + {-{)"- + . . . ( -1<х<1) , 
3 5 ^ ^ 2«-1 ^ ^ 

1 х' 1 3 х ' (2и-1)!! jĉ "̂ ' 
2 3 2 4 5 {2п)\\ 1п + \ 
\х' \Ъх' (2«-1)!! х'"^' VIII. arcsinx = x + + + ... + -Ц—-^ +... 

( -1<х<1) , 

х' х' х "̂*' 
I X . S h x = X + + 1-... + - ~ + ... ( - о о < Х < о о ) , 

3! 5! (2« + 1)! ^ '' 

X. chx = l + — + — + ... + - — - + ... С-оо < д: < оо). 
2! 4! (2п)! ^ ' 

Следует помнить, что при разложении тригонометричес
ких функций в ряд Маклорена или Тэйлора, аргумент х бе-
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рется в радианной, а не в градусной мере. 
9.1. Разложить в ряд по степеням х функции: а) tg х; 

б) е^''^''\ в) х" л-1х^ -х' ^хЛ-\ —по степеням х + 1. 
Решение, а) В соответствии с видом ряда Маклорена отыс

киваем последовательные производные функции и находим их 
значения при x= О 

/ W = tgx; /(0) = 0, 

/ ' W = - ^ ; /'(о)=1, 
COS X ^ ^ 

^ 2sinx. 
COS X ^ ^ 

^ , cos ' . -b3sin ' . . ^ 
COS X 

rlV ( 4 _ Q 2 s i n X C O S ^ X + 3 s i n ^ X rW (c^\ о 

/ \^)-^ i ; / v^j==^' 
COS X 

cos^x(2 + 3sm^x) + 5sin^ xfS-cos^x) „ , , Г(х) = 8 ^ ^~ ^ 1- Г(0) = 16. 
COS X 

Подставляя найденные производные в ряд Маклорена (2), 
х̂  2х^ 

получим / ( х ) = хН- — + -— +... 

б) Находим последовательные производные и их значе
ния при X = О 

/ ( х ) = е - ; / ( 0 ) = в, 

/ ' ( x ) = -e^°"sinx; / ' ( 0 ) = 0, 

f"{x) = (sin' x-cosx)e^°"; /"(О) = -е, 

/ " ' ( х ) = -8ш2л:(3 + С08х)е'=°"; / ' " (0) = 0, 
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( 1 ^ 

/^^(jc)= 3cos2x+cosx-9cosxsin^jc—sin^2jc e"'"'''; /^^(0) = 4 ,̂ 

Подставляя найденные значения в ряд (2), получим 
/W=' 

в) Находим производные и их значения при х = -1 

/ ' ( х ) = 5 х Ч 8 х ' - 2 х + 1; 

/ " ( х ) = 2 0 х Ч 2 4 х ' - 2 ; 

/ ' " (х ) = 60хЧ48х; 

/ " ' ( х ) = 120х + 48; 

Г(х) = 120; 

/"(-!) = 2. 
/ '"(-!) = 12, 
Г ( - 1 ) = -72, 
/ И ) = 120. 

Подставляя найденные значения в ряд (1), получим 

/ ( x ) = (x + l )42( j c + l ) ' - 3 ( x + l )4( jc + l)' . 

9.2. Разложить в ряд Тейлора в окрестности точки х = О 

функции: а) е"'' ; б) cos^x; в) sin^xcos^x; г) In ;д) -7= 
\-х л/1 

е) (arcsinx)^; ж) arctgvx; з) ch^x. 
Решение, а) Заменяя в ряде (I) х на - х^, получим 

14-х 

2 - 4 In 
п Л 

1! 2! ^ ^ - + ... 
П1 

б) Ряд можно получить умножением ряда (III) самого на 

себя или с помощью преобразования cos^ х = — (1 + cos 2х) и раз

ложения cos 2х по формуле (III) и замены х на 2х 
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г 1 1 
COS Х = — + — 

2 2 V 
2! 4! (2«)! • + . 

= 1- ix' Тх: 3 „4 

2! 4! 
- . . . + (-1) „2 2„-.^2„ 

(2«)! 
• + . . . 

в) Преобразуем сначала это произведение 

sin^A:cos^x = -sin^2x = - ( l - c o s 4 x ) . Раскладывая cos4x спо-
4 8 

мощью стандартного ряда (III) и заменяя х на Ах, получим 

• 2 2 1 1 
s in XCOS Х = 

8 8 

4^ г̂  4" И 

V 
2! 4! {1п)\ - + .. 

2x2 
2! 

25 4 /^4w-3 ,^2п 

4! 
• + . . .4-(-1)" 

(2«)! -+... 

1 + х г) Представим In в виде 1п(1 + д:)-1п(1-х). Первый 
1-х 

логарифм дан разложением (VI), а второй может быть получен 

из него заменой х на - л: 

2 3 п 
Вычитая этот ряд из ряда (VI), получим 

lni±^ = 2 
1-х 

/ х' х'^-' 
х + — + ... + 

3 2«~1 V 
д) Преобразуем данную функцию в произведение 

_1 
х(1 + х) 2. Далее используем биноминальный ряд IV, полагая 

1 
в нем т = 
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с{\+х)~ (, \х 1 3 х' 1 3 5 д:' (2и-1)!и" 
21! 2 2 2 ! 2 2 2 3 ! ^ ' 2"п\ +... 

\ 

- + ... 
\х' Ъ х' \-Ъ-5х' , ,„(2«-1)!!х'' 

= х +— г + ... + (-1) -i '-
2 1! 2' 2! 2' 3! ^ ' Тп\ 

е) Представим функцию в виде произведения 
arcsinxarcsinx и воспользуемся стандартным рядом (VIII) 

/ , 3 , о 5 V , 3 , -. 5 Л 

( arcsm X ) = 
V 

1 х' 1 3 х' Y I х' 1 3 х' 
х + + + ... I х + + + ... 

2 3 2 4 5 I 2 3 2 4 5 
Перемножая ряды по схеме (7.2 j , имеем 

1х' 1Ах' (2«-2) ! 2п 
(arcsinx) -х^л- V + ... + - , 
^ ^ 3 2 3 5 3 {1п-\)\\п 

ж) Заменяя в ряде (VII) х на л/х, имеем 

+ ... 

чм-1 X arctgVx = х ' + ... + (-1)' 

з) Представим гиперболический косинус в виде 

ch х = ^е'^е-^ { J^ ^-З .х : е л-е ^е л-е 
— + 3 = —(ch3x + 3chx). 

При разложении в ряд воспользуемся стандартным рядом 
X, заменяя в первой функции х на Зх 

ch х=: 
(Зх)' (Зх)' (Зх)'" 

2! 4! 

+3 1 + — + — + ... + -

(2л)! 

V 

+ ...+ 

2! 4! {2п) 

Складывая почленно, будем иметь 

+ ... 
V м 
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ch^jc = ! + ->.^—-.—г^ 
4tr (2^)! 

13.10. Вычисление приближенных 
значений функций 
Представление элементарных функций в виде стандартных 

рядов позволяет использовать эти ряды для вычисления при
ближенных значений функций. 

10.1. Вычислить с помощью биноминального ряда л/пО, 
ограничиваясь двумя членами ряда. Оценить погрешность. 

Решение. Применяя биноминальный ряд (IV), представим 

данный корень в виде л/125 + 5 = 5 1 + 
25 

_ 1 
Полагая jc = —, 

25 
^ - — 5 запишем три члена разложения 

Vl30=5 1 1 1 1 1 
1 + - — - -

3 25 3 3 625 
1 Первые два члена дают результат Vl30 = 5 -^ . Поскольку 

сходящийся ряд знакочередуюидийся, то погрешность прибли
женного значения суммы меньше абсолютного значения пер
вого из отброшенных членов, т. е. третьего члена разложения 
равного 0,0002. 

10.2. Вычислить cos 18° с точностью до 0,001. Сколько для 
этого нужно взять членов ряда? 

Решение. Приведем аргумент к радианной мере и подста
вим получаемое число вместо х в разложение косинуса (III), тог
да получим 

cosl8 =cos — = 1 + 
10 100-2! 10000-4! 

-. . . = 1-0,0493+0,0004-. 
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Для обеспечения требуемой точности достаточно взять пер
вые два члена разложения cos 18° =0,951, т.к. третий член по 
абсолютной величине меньше 0,001. 

10.3. Вычислить In 1,1 с точностью 0,0001. 
Решение. Представим логарифм в виде In (1 + 0,1) и вос

пользуемся рядом (VI), заменяя х на 0,1 

,„(,+o,i)=o,i-»:»i+5i551-°;Ml+... 
^ ^ 2 3 4 

Четвертый член можно отбросить, т.к. по абсолютной ве
личине он меньше требуемой точности, таким образом 
In (1+0,1) = 0,0953. 

10.4. Вычислить Ig 5 с точностью 0,001. 

Решение. Перейдем от десятичного логарифма к натураль

ным lg = . Для разложения функции в ряд воспользуемся 
In 10 

1 + JC 
разложением в ряд In (9.2,г): 

1-х In = 2х 
1-х 

^ х̂  х' х^" ^ 
1 + — + — + . . . + + ... 

^̂  3 5 1пЛ-\ J 
1 + ' 

1 1 + х _ 2п+1 _ " + 1 
Полагая х = , получим "; — \ — и 

2и + 1 ^-х J L_ « 
2и+1 

, 1 1 I I 
3(2« + 1)' 5(2« + 1)' 

In = 1п(и + 1)-1пи = 
2п + 1 

При п = \, получим разложение для In 2 

, о 2Л 11 1 1 ^ 
1п2 = - 1 + — + — - + . . . \. 

Ъ\ 3 9 5 9 ' ) 
Ограничиваясь первыми тремя членами, можно найти In 2 

с тремя правильными десятичными знаками. Действительно, 
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рассмотрим поправку, начиная с четвертого члена 

А = - 1 1 1 1 1 1 
7 9̂  9 9' 119^ 

1 

Л 

) 

( 
< 

< 

3-7-9' 

1 

1 1 1 
1 + - + —+ ... 

9 9' 

Л 

12-7-9' 1000 
Отсюда In 2 = 0,693. Полагая п = 4, получим 

/ 
1п5 = 21п2 + - , 1 1 1 1 

1 + — - + — - + ... 
3 9' 5 9' 

Л 
= 1,609. 

Пользуясь вычисленными значениями In 2 и In 5, находим 

In 10 = In 2 +In 5 = 2,302. Таким образом, IgS^ 
1,609 
2,302 

= 0,699. 

13.11. Интегрирование функций 
Разложение подынтегральных функций в ряды и вычисле

ние интегралов почленным интегрированием рядов целесооб
разно в тех случаях, когда первообразная не выражается в 
конечном виде с помощью известных приемов интегрирования. 

г s in JC 
11.1. Определить в виде рядов интегралы: а) J dx; 

ч̂ f̂"̂  ^ ч rarctgx^ , rln(l + x) 
б) J —cix; в) J —-^—dx; г) J —^ -ax и указать область схо-

X о ^ о ^ 
димости полученных рядов. 

Решение, а) Раскладывая sin х в ряд и деля на х, получим 

1 + ... + (-1) 7 Г + -
Ц 3! 5! ^ ^ (2« + 1)! 

\dx = 
J 

4^ X X / -ш \п X 
= С + Х + ••• + ( - 1 ) 7 ^7 Г 

3-3! 5-5! ^ ^ (2« + 1)(2и + 1)! + . 
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Для определения области сходимости рядов воспользу
емся признаком Даламбера 

х'"^'(2/1 + 1)(2« + 1)! 
lim • X l im-

2AZ + 1 

'(2^-ьЗ)(2л + 3)!х "̂̂ ^ «--(2^ + 3)'(2.2+ 2) 

Отсюда следует, что ряд сходится при -оо < х < ©о. 
б) Раскладывая е̂ ' в ряд и деля на х, получим 

:0. 

^1 , X х'-' 
•- + 1 + — + ... + + .. 

уХ 2! п\ 

\ 

) 
к/х = С 4- In 1x1 + X + -

2-2! - + ... + -
П'П\ 

-+... 

Для определения области сходимости воспользуемся при
знаком Даламбера 

Х''^'П'П\ 
lim 

(п + 1)(« + 1)!х' 
= X lim- п 

"-^-(^ + 1) 
= 0. 

Так как при х = О первый член обращается в бесконечность, 
то область сходимости полученного ряда будет (-«^ < х < О и 
0 < Х < о о ) . 

в) Пользуясь разложением в ряд arctg х и интегрируя в 
пределах от О до х, будем иметь 

X f 2 4 
п-\ X 

\ 1п-\ 
1п-\ 

-+... \dx-

-Х г- + -т--... + (-1) 
3' 5̂  ^ ^ (2/2-1)' 

+ ... 

По признаку Даламбера lim 

дится в интервале -1 < х < 1. 

x^^'^'iln-X) 
(2/7 + 1) 'х'^-' 

- х" и ряд схо-

Исследуем сходимость ряда на границах интервала. При 

X = 1 ряд примет вид ^ ^, а при х = -1 вид ^ 
п=\ (2/1-2) tf(2/2-l) 2 ' 
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которые по признаку Лейбница сходятся. Следовательно, 
область сходимости ряда будет (-1 < jc < 1). 

г) Раскладывая в ряд In(l-l-x) и интегрируя в пределах от 
О до X, будем иметь 

п-\ 

о 

= Х-

х( 2 

X X / \п-\ X 
•-г + - Г - - + (-1) -Т + -

щ: = 

По признаку Даламбера lim 
/I—>оо 

ся В интервале (-1 < х < 1). 

х^^'гг 
(«+1) 

= \х\ и ряд сходит-

Граничные точки исследуем особо. При х = 1 ряд примет 

вид у.-—J—, априх = -1 вид Zw~T* Поскольку из сравнения 

второго ряда с рядом Дирихле находим, что он сходится, то 
первый ряд, как знакочередующийся, тем более сходится. Та
ким образом, область сходимости ряда будет (-1 < jc < 1). 

11.2. Вычислить: а) J —7=:̂  dlx с точностью до 0,001; 
1/4 " 

б) J (l + х̂  )^л: С точностью до 0,0001. 
о 

Решение, а) Раскладывая подынтегральную функцию в ряд 
и интегрируя, будем иметь 

х'"- х'" х'" х'"' + +., 
3! 5! 7! 

> 2х"' Ix'" ах = ь 
/ 

2х'"' 2х'"' 
11-5! 15-7! 

• + . 2 2 
•+ -3 7-3! 11-5! 15-7! 

7-3! 

+ ... = 0,621. 
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При вычислении интеграла с заданной точностью доста
точно ограничиться первыми тремя членами, т.к. четвертый 
член знакочередующегося ряда по абсолютной величине равен 
0,00002 и, следовательно, остаток ряда меньше 0,001. 

б) Пользуясь биноминальным разложением и интегрируя, 
имеем 

\1А( 

1 1 '-^- ^ 
1 + 1^3 __ 2 2 ^ 6 ^ 

2 2! V 

dx=x^--

J 
1 

= —+ -
1 1 

2-4 2 ' -7-2! 

-у + ... = 0,2505. 

1/4 

4 2-4-4' 2 ' -7-2!4 ' 

Третий член этого знакочередующегося ряда, равный 
0,000001, меньше требуемой точности, поэтому для вычисле
ния исходного приближенного значения достаточно суммы пер
вых двух членов. 

11.3. Вычислить приближенные значения интегралов, взяв 
1/4 3 

для: а) 1 е ""^ dx три члена; б) J x^arctg xdx два члена разложе-
0 о 

ния подынтегральной функции в ряд и указать погрешность. 
Решение, а) Разложим подынтегральную функцию в ряд, 

взяв первые три члена 
1/4 

2 ^ 
4 Л 

2! 
dx-

/ 3 5 Л 
X X ^ 

X + 
V 3 5 2 ! ^ 

1/4 

1 1 1 
-+- 0,24489. 

4 3-4' 10-4' 
Четвертый член знакочередующегося ряда по абсолютной 

величине равен 0,0000014, поэтому погрешность суммы пер
вых трех членов равна 0,00001. 
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б) Разложим подынтегральную функцию в ряд, взяв пер
вые два члена, и проинтегрируем 

3 i .,6 \ 
\dx-

5 21 

3 

4^ 
3-5 3-21 

0,012. 

Третий член по абсолютной величине равен 0.00016, по
этому погрешность суммы первых двух членов 0,001. 



Глава 14 
ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ 
УРАВНЕНИЯ 

14.1. Общие понятия о дифференциальных 
уравнениях. Дифференциальные уравнения 
первого порядка 
1°. при рассмотрении физического явления или технологи

ческого процесса исследователи стараются выявить закономер
ности его протекания и описать данный процесс математически, 
т. е. найти функциональную зависимость между переменными 
параметрами этого процесса. В большинстве случаев, рассмат
ривая некоторое явление, мы не можем непосредственно уста
новить характер зависимости между переменными х и у, зато 
можем установить зависимость между величинами х, у и про
изводными от ĵ ^ по х: у\у'\...,у^"\ т. е. написать обыкновенное 
дифференциальное уравнение п-го порядка 

F(x,y,/,y",.../"^) = 0, (1) 

где F — известная функция своих аргументов; х — независимая 
переменная; у—функция переменной х, подлежащая определению. 
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При рассмотрении другого физического процесса замеча
ем, что ряд пока неизвестных параметров, которые удобно при
нять за функции, зависит от одной переменной х, тогда данный 
процесс описывается системой обыкновенных дифференциаль
ных уравнений 1-го порядка 

(2) 
FXx,y,,y^,..,,y,^,y[,y[,„.,y[) = 0. 

2°. Порядком дифференциального уравнения называется по
рядок наивысшей производной, входящей в уравнение. Наивыс
шая производная в уравнении (1) п-то порядка, значит и 
уравнение /1-го порядка. Любой же из остальных аргументов 
функции Сможет в этом соотношении явно и не участвовать. 

Функция, удовлетворяющая дифференциальному уравне
нию, т. е. обращающая его в тождество, называется решением 
(или интегралом) этого уравнения. 

3°. Дифференциальное уравнение первого порядка имеет вид 

F(x , j ; ,y) = 0. (3) 

Если это уравнение разрешить относительно производной, 
то оно примет вид 

y=f{x,y). (4) 
Для уравнения (4) справедлива теорема о существовании и 

единственности решения дифференциального уравнения. 
Теорема. Если в уравнении y=f{x,y) функция f{x,y) 

и ее частная производная - ^ непрерывна в некоторой обла-
^У сти D на плоскости Оху, содержащей некоторую точку 

(XQ, Уо), то существует единственное решение этого уравне-
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ния у = 9^(х), удовлетворяющее условию: у -у^ при х = х^. 
Геометрический смысл теоремы заключается в том, что 

существует и притом единственная функция у = (р{х), график 
которой проходит через точку (xQ^y^). 

4°. Общим решением дифференциального уравнения пер
вого порядка называется функция 

У = (р{х,С), (5) 
которая зависит от одной произвольной постоянной интегри
рования Си удовлетворяет дифференциальному уравнению при 
любом конкретном значении постоянной. 

С геометрической точки зрения общий интеграл представ
ляет собой семейство плоских кривых на координатной плос
кости, зависящее от одной произвольной постоянной С. Эти 
кривые называются интегральными кривыми данного дифферен
циального уравнения. 

Например, общим решением уравнения первого порядка 
dy у 
и^ (6) 
ах X 

будет семейство функций 
С 

; ' = - . (7) 
зависящее ОТ параметра С (рис. 14.1). 

Рис. 14.1 
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5°. Функции, получаемые из общего решения при различ
ных числовых значениях произвольных постоянных, называ
ются частными решениями (интегралами) этого уравнения. 

Отыскание частного решения дифференциального урав
нения, удовлетворяющего начальному условию вида;; -у^ при 
X - XQ, называется задачей Коти. 

Для уравнения (6) частное решение при начальных усло
виях у^ - 1 при XQ = 2 находится следующим образом. 

С 
Подставляем в решение (7) начальные условия, тогда 1 = —, 

отсюда С-1. Искомым частным решением будет функция 

y = f, (8) 
график которой проходит через точку с координатами х^ - 2; 

6°. Встречаются дифференциальные уравнения, имеющие 
особые решения. Особым решением называется решение, кото
рое не содержится в общем решении ни при каком численном 
значении С, включая ±« .̂ Особое решение является результа
том нарушения единственности решения задачи Коши. 

Геометрически особому решению соответствует интег
ральная кривая, которая является огибающей семейства интег
ральных кривых, определяемых общим решением. 

14.2. Уравнения с разделяющимися 
переменными 
1°. Рассмотрим уравнение 

P{x)dx^Q{y)dy^^, (1) 
в котором коэффициент при dx зависит только от х, а коэффи
циент при dy — только от у. Такое уравнение называется урав-
пением с разделенными переменными. 
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Общий интеграл уравнения находится почленным интегри
рованием первого слагаемого по х, а второго слагаемого по у 

\p{x)dxЛ-\Q{y)dy^C. (2) 

2°. Уравнение первого порядка 

P{x,y)dx^Q{x,y)dy^^ (3) 

называется уравнением с разделяющимися переменными, если 
функции P^^Q разлагаются на множители, зависящие каждый 
только от одной переменной 

p{x\p{y)dx^q{x\q{y)dy^^, (4) 

В таком уравнении путем деления его членов на q {х)р{У) 
переменные разделяются 

^ . . . l M ^ , = 0. (5) 
^W р\у) 

После разделения переменных, когда каждый член урав
нения будет зависеть только от одной переменной, общий ин
теграл уравнения находится почленным интегрированием 

^W^„, f^W CPV4, ^ П\У J г^ 
^ q{x) ^ Р{У) 

(6) 

3°. Уравнения, приводящиеся к уравнениям с разделяющи
мися переменными. Дифференциальные уравнения вида 

y=f{ax + by + c), ЬФО (7) 

приводятся к уравнениям с разделяющимися переменными с 
помощью подстановки и = ах + Ьу + с, где и — новая неизвест
ная функция. 

2.1. Найти общее решение уравнения xdx + ydy = 0. 
Решение. Поскольку уравнение с разделенными перемен

ными, то интегрируя, получим общее решение 
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2 2 
X у 2 + Y = Co или x ' + / = 2 C o = C ^ = C ^ 

Не трудно заметить, что решение на плоскости х, у пред
ставляет семейство концентрических окружностей с центром в 
начале координат и радиусом С 

2.2. Решить дифференциальные уравнения: 
а) i^^in^ydx + cos^X oX^dy ~0\ б) у^тх = у\пу\ в) хул-у-у^. 

Решение, а) Делим уравнение на cos^ xsin^ у, тогда получим 

COS^X sm"y 
Интегрируем 

J nf\^ V • ' C I 

откуда tg^x-ctgV = C 

ctgy 
sm у 

dy. 6) Представим уравнение в виде -^smx=^ ylny и разде-
dx 

лим переменные 
dy dx 

у In у sin X 
Проинтегрируем, полагая, что Cj =1п|С|, тогда 

с din у 
\пу 

= 1п tg: + Ср 1п1пИ = 1п tg: + I11C. 

Пропотенцируем 1п|1пз;| = 1п C t g л: , откуда 

In j^ = С• tg^ или Ĵ  = ^ .̂ 

в) Запишем уравнение в дифференциальной форме 
dy 2 dy dx 

X — = у -у и разделим переменные —^ = —. 
^- у -у X 
dx 
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Проинтегрируем 

с dy ЫУ С dy dx , 1 1 , 1 . 1 , 1 1 ^ 
J^(y~lj '^ у '' J^~l X 
Произвольной постоянной целесообразнее придать фор-

му логарифма С,=1пС, тогда In 
У 

= 1п|х| + 1пС. Потен

цируя, находим общее решение уравнения у-Л 

У 
= хС. 

2.3. Найти частное решение уравнения y\gpc + j ; = О, удов-

летворяющее начальному условию: у = 1 при х = —. 

Решение. Представим уравнение в виде — = dx и 
у sinx 

проинтегрируем In \у\ = - In Isin х| + In IcL откуда 

In \у\ = In С 

smx 

С 
или у = -т 

smx 

Подставим в общее решение начальные условия 1 С 
. л: sin — 

2 откуда С = I. Частное решение будет у = cosec х. 
2.4. Найти общий интеграл: а) / = х-у + 1; б) y=cos[x+y). 
Решение, а) Используя подстановку и=х-у + 1; и' = 1-у\ 

будем иметь 
1 , du 
1-й =и или — = 1-ы. 

dx 
du 

Откуда = -dx: In w - 1 = -х + In С или 
1 I I I 

x = ln с 
w-1 e = 

С 
; w - 1 = Ce 

Делая обратную подстановку, получим Се "" =х-у. 
Общий интеграл примет вид у = х-Се~\ 
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б) Делаем замену переменной и^х + у^ и =\ + у\ Подстав
ляем в уравнение 

/ 1 du , 
и -\-cosw; — = cosw +1. 

dx 
Разделяем переменные и интегрируем 

du 
C0SW + 1 

Отсюда общий интеграл tg 

dx\ f = ̂ ; t g - = jc + C. 
' J ,u ^2 

хЛ-у 

COS 

• = x + C . 

14.3. Однородные уравнения 
первого порядка 
p . Дифференциальное уравнение 

P{x,y)dx^Q{x,y)dy = Q (1) 

называется однородным, если Р и 2 — однородные функции от 
X и у, одной и той же степени (одинакового измерения). 

Функция F{x, у) называется однородной, если 
F{^ax,ay) = a!^Fi^x,y), где q — степень однородности. 

Однородное уравнение можно представить в виде 

У =(Р 
ГуЛ 
уХ J 

или у =(р 
^х^ 

\У) 
(2) 

Однородное уравнение с помощью подстановки у-их или 
X - иу, где и — некоторая функция от х или у, приводится к 
уравнению с разделяющимися переменными. 

2°. Уравнения, приводящиеся к однородным. Дифферен
циальные уравнения вида 

/ = / 
ах •¥ by л-с 

а^х-\-Ь^у-\-с^ (3) 
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приводятся к однородным уравнениям с помощью подстановки 
х-и-^х^\ y-v-Vy^^ если аЪу^ -ap^Q. Здесь х^,у^ координаты 
точки пересечения прямых ах + 6v + с = О и а,jc + b^y + с, =0. 

Если же ab^-ajD = Q, то уравнение решается с помощью 
подстановки и=ах + Ьу-\-с. 

3°. Если в дифференциальном уравнении считать xndx — 
величинами первого измерения, з, у и dy — измерения д, то с 
помощью подстановки 

у = их' (4) 
уравнение приводится к уравнению с разделяющимися перемен
ными. Уравнения, позволяющие подобрать д таким образом, 
называются обобщенными однородными дифференциальными 
уравнениями. 

/ У у 3.1. Проинтегрировать уравнения: а) ху cos— = j;cos х; 
X X 

б) — = -; в) (x^+xy+y^)dx = x^dy; г) xdy-ydx = ^x^+y^^dx, 
dy х+у ^ ' 

7 = 0 при X = 1. 
Решение, а) Разрешим данное уравнение относительно про

изводной 
у ycos —-X 1 

У х у 
XCOS— COS — 

X X 

Правая часть уравнения функция однородная нулевой сте
пени, следовательно, данное уравнение однородное. 

Поскольку правая часть уравнения является функцией от-
У ^ , du 

ношения —, то делаем замену j^ = их. Производная у -и + х — . 
X dx 

у 
Подставляя значения j ' и — в предыдущее уравнение прихо-

X 
ДИМ к уравнению с разделяющимися переменными 
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du 1 
ил-х— = и 

dx cost/ 
или X-

du 1 
dx cos и 
dx 

Разделим переменные cosudu= и проинтегрируем 
I I -̂  

sin M = - In \x\ + С Подставляя вместо и его значение, окончатель
но получим 

у , , 
sin — + In \х\ = С. 

откуда 

б) Полагая х=иу; х -иЛ- у—, запишем уравнение в виде 
dy 

du иу-у du и-\ 
и + у — = ——— или у— = и, 

dy иу + у dy и + \ 
du w^+1 

y~r" Г-
dy w + 1 

Разделим переменные и проинтегрируем 
W +1 , dy 

у 2 
Произведя обратную подстановку, получим 

н + 1 , dy 1 , / 7 \ . 1 1 ^ 
—; du=—-; arctg« + -ln(M +1) = -1п V +С. 

arctg—h —In 
У 2 .Г' + ln|j;| = C. 

Окончательно общий интеграл может быть представлен в 

виде arctg—+ In iJx^+>^^ =С. 
У 

в) Поскольку уравнение однородное, то полагая у = их. 
du 

2 2 2 2 2 
X +Хи+Хи =Х 

у' = и + х — будем иметь 
dx . . 

^ du^ 
и + х — 

dx 
du dx I I I I У , 1 ^ I 7 = —; arctgw = In jc + In С ; arctg — = In Cx 

1 + W X I I I I Д-

du , 2 
X—=l+u ; 

dx 
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г) Разделим правую и левую часть на dx и сделаем заме
ну у = их 

( 
и-\-х-

du 
dx 

X +и X ; du dx 
л1\ + 1? 

In w + Vl + wH = ln|Cx|; у + л]х^+у^ = Cx^ 

Найдем частное решение. Подставляя в общее решение 
X = 1, у = 0, находим постоянную интегрирования С = 1. 

Таким образом, окончательно получим 

4> у + ^^х^+у^ =х-. 

3.2. Решить уравнения: а) {2x+3y-\)dx + [4x + 6y-5)dy = 0; 
б) {x-2y + 5)dx + {2x'-y + 4)dy = 0. 

Решение, а) Разделив правую и левую часть уравнения на 
dx, преобразуем уравнение к виду 

, 2JC + 3 V - 1 
у = . 

4x-h6y-5 
а b 

Так как коэффициенты пропорциональны — = —' 
а, Ь, 

2 • 6 = 3 • 4, то используем подстановку и = 2х-\-Зу-\; и -2л- Ъу. 

Подставляя и и и' в уравнение, получим 
и'-2 и или 

du и —6 

Разделим переменные 

2и-Ъ dx 2w~3 
2и-Ъ 
и-6 

du=dx и проинтегрируем 

jh -h-
w-6 

\du = x; 2w + 91n|w-6| = jc-fC. 

Переходя к старым переменным, общее решение примет вид 
х + 2у + 31п{2х + Зу-7) = С. 
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б) Представим уравнение в виде 
х-2у+5 

У = • 2х-у + 4 

1 2 fx-2 ; ; + 5 = 0 
Так как — ^—, то из решения системы < 

2 1 [ 2 x - j ; + 4 = 0 
находим точку пересечения этих прямых XQ = - 1 , Уо - 2. 

Делаем замену х = и-1, y=^v-\-2, тогда dx = du, dy- dv, 
dy dv ^ 
— = — . Переходя к новым переменным, уравнение сводится 
dx du 

dv u-2v к однородному — = . 
du 2u-v 

dt Если сделать замену v-ut, v^^-t-\-u - , то уравнение при-
du 

dt u-2ut dt l-At + t^ 
мет вид ^ + w — = или и — = . 

du 2u-ut du 2-t 
^ 2-t , du 
Разделим переменные Г " ^ " — ^ проинтегрируем 

1 .dit^-At + l) , , 1 , , , 
— \ - \ ^ = lnwL — l n U ' - 4 r + l = l n 

2-* r '~4r + l ' ' 2 I I 

отсюда ^̂  - 4r +1 = -—-, 
Заменяя переменную / и учитывая, что Q = С, получим 

— - 4 - + 1 = —, V -Auv + u =С. 
и и и~ 

Переходя к переменным х, у, обпдий интеграл запишем в 
виде {y-lf -4{y-2){x + l) + {x + lf =С 
или 

3.3. Проинтегрировать уравнение (х^у^ '-l)y' + 2xy^ = 0. 
Решение. Если считать, что xudx величины первого изме

рения, 3,y,dy — измерения ^ = - 1 , то исходное уравнение мож-
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НО отнести к обобщенному однородному дифференциальному 
уравнению. 

^ ^ и , и \ du 
Воспользуемся заменой у = —\ у =—7 + ' тогда 

X X X dx 
( lU^ Л( и \ du\ ^ и^ 

—Г- + =-2х 
X X dx J 

^̂ ?-' 
\ ^ J 

х'' 

/ 2 ,\^ du и и и -\ , dx 
[и -11 = —г- -\ —^- -du= . 

X dx X х^ uiu Л-Х) X 
Представим дробь в левой части в виде суммы дробей и 

г ludu с du dx проинтегрируем —̂  — = ; 
^ и" +\ ^ и X 

л / "> ^\ t I I i l l . 1^1 и~-\-\ с ln(w" + l ) - ln W =-1п X +1п С ; = —. 

Переходя к переменной у, окончательно получим 

x V + l = Cy. 

14.4« Линейные дифференциальные 
уравнения первого порядка. 
Уравнение Бернулли 
р . Линейным дифференциальным уравнением первого поряд

ка называется уравнение, линейное относительно неизвестной 
функции и ее производной 

y+P{x)y = Q{x), (1) 

где P[x),Q{^x) — известные функции от х. 
Посредством замены функции у произведением двух 

вспомогательных функций у = uv; у =uv + vu линейное 
уравнение сводится к двум уравнениям с разделяющимися не-
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ременными относительно каждой из вспомогательных функций 

uv + vu + P[x)uv^Q{x) или uv + u\y'-^P{x)v\^Q{x). (2) 

Выберем функцию v такой, чтобы D' + P(JC)U = 0, тогда 

V 

и частное решение этого уравнения имеет вид 

-\p(x)dx 

v = e ^ 
Поскольку выражение в квадратных скобках равно нулю, 

то получим U'V = Q(^X), откуда 

--Р -dx + C. v{x) 
Произведение найденных решений и и v является общим 

решением исходного уравнения 

y = v{x) 

2°. Уравнение вида 

(3) 

y'+P{x)y = y"Q{x), (4) 
где P[x),Q[x) — известные функции от х, а п^О и п^\, на
зывается уравнением Бернулли. Уравнение Бернулли отличает
ся от линейного только тем, что в правую часть входит 
множителем некоторая степень функции у. Уравнение Бернул
ли с помощью подстановки у - uv; у' = uv + vu также сводит
ся к двум уравнениям с разделяющимися переменными. 

3° Метод Лагранэюа, Если в уравнении (1) Q{x)^0, то 
уравнение называется линейным неоднородным, а если 
Q{X) = 0 — линейным однородным. 

Рассмотрим решение линейного однородного уравнения. 
Для этого разделим переменные 
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^ = -P{x)dx; ln\y\ = -jP{x)dx + ln\Cl 

-\p{x)dx 
откуда у = Се^ , где С — постоянная интегрирования. 

Варьируя постоянную интегрирования, т. е. считая С (х) — 
некоторой дифференцируемой функцией от х, подлежащей оп
ределению, имеем 

Подставляя;^ в неоднородное уравнение (1), получим 

откуда C{x) = JQ{x)J'^^''^''dx + C. 
Таким образом, искомое общее решение неоднородного ли

нейного уравнения примет вид 

>^=e-^'^'^"[|e(x)J^^^^"^4-c (5) 

где С — постоянная интегрирования. 
Метод Лагранжа (или вариации произвольной постоянной) 

может быть применен и к уравнению Бернулли (4). 
4°. В ряде случаев уравнения приводятся к линейным или 

уравнению Бернулли, если принять у за независимую перемен
ную, а X — за функцию. 

4.1. Решить уравнения: а) y-yctg)c=smr, б) (х^+1)/+4ху=3, 
найти решение, удовлетворяющее начальному условию XI) - 0. 

Решение, а) Производя замену у = uv; у' = uv + uv\ полу
чим UV + UV -uvctgx = ^\nx, или 

uv-\-u{v'-v ctg х) = sin X, (6) 

Выберем V так, чтобы t;ctgx = 0. Разделяя переменные, 
dx 
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dv находим — = vctgxdx, откуда v = sm х. Подставляя в уравне-
dx 

ние (6) значение v, получим 
du . - , ^ 

smx— = smx или du = dx: и-х + С, 
dx 

Общее решение будет }; = (х + С)sin х. 
Ах 3 

б) Приведем уравнение к виду У +—^ У = -^ и сдела-
л г" 1 л i" 1 

ем замену y = uv, тогда 

/ . / 4х 3 , ( , Axv \ 3 
j c 4 l х Ч 1 (̂  x ' + l j x 4 l ^ ̂  

Приравниваем выражение в скобках нулю 

dv Лх ^ dv 4xdx , , / ^ \ 1 
—- + -^—Г^ = 0; — = —J-—; lnd = -21n(jc4l); v = j . 
dx х^-ь\ V x^+l ' ' ^ ^ (x^+\) 

Подставляя частное решение v в выражение (7), получим 

- ^ = 3(jc'+l); u=3J[x^+l)dx = x'-\-3x + C. 

Общее решение примет вид 

у = -
хЧЗх + С 

( . 4 1 ) ' 

Для нахождения постоянной интегрированиастроидользу-
емся начальным условием ^ = О при х= 1, тогда С = - 4. Окон
чательно будем иметь 

x 4 3 x - 4 

(хЧ1) 

4.2. Найти общий интеграл уравнения: 
а) ( / - 6 x ) / + 2 > ' = 0; 6) ху'+3у = х-. 
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Решение, а) Уравнение сводится к линейному, если считать 
у за независимую переменную, а х — за функцию. Запишем ис
ходное уравнение в виде 

dx ^ , 3 у 
2у — = -у +6х или X х = . 

dy У 2 
Используя замену х = uv; х - uv + v'u, получим 

, . , 3 ;; 
и V + VU UV = - — , 

у 2 ' 
dv _ dy 
V у ' 

и V + U V — 

\ 

3v_ 

у 1 
V =• 

v = у 

3v_ 

у 

(8) 

Подставляя частное решение v в выражение (8), будем 

У 1 dy 1 иметьмУ=-—, du=—-^, ы = - ^ + С . 
2 2 у 2у 

Таким образом, окончательно получим 

х = — + С 
2у 

У 

б) Воспользуемся методом Лагранжа. Найдем сначала ре
шение однородного уравнения ху'+Зу = 0. Разделим перемен-

dy 3dx , 1 1 ^ , 1 1 , 1 ^ 1 
ные - ^ = , 1пЫ = -31пх+1п С 

у X 
Пусть постоянная интегрирования зависит от х, т. е. 

С 

у-
С{х) 

(9) 

, 1 Й?С _4 
тогда у =-j ЪСх . 

X dx 
Подставим у' и у в исходное уравнение 

. dC '""'-зс.Л'^ 
X dx J 

= х\ c(x)=—+q. 
dx ^ ^ 5 ' 
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Таким образом, из выражения (9) имеем 
х' 

^ х' Ъ^ х'' 

4.3. Найти решение уравнений: а) У-j^ctgx = --f-—; 
sinx 

б) x V / + x / = l ; в) ( x 4 2 j ; + / ) / + 2 x = 0. 
Решение, а) Данное уравнение есть уравнение Бернулли. 

Для его решения используем подстановку у = uv, тогда 

uvл^vu-uvQX,%x--——, uv + ulv -г;с1§х) = -̂ —̂—, 
sin X sin X 

dv cosxdx 1 I I , I . I 
— = , Inb = l n s m x , u = smx. (10) 
V sinx 

Подставляя частное решение в уравнение (10), получим 
/ . 3 - 2 ^ " • ^ 

и sm X = W sm х, —г- = sm хах, 
и 

= cosxH-C,, и=-2и^ " 72cosx + 2Ci ' 
Таким образом, полагая 2Cj = С, имеем 

sinx 
3̂^ v2cosx + C 

б) Разделим на х^у'^ правую и левую часть уравнения 

>^+->^=-^т- (11) 
X X j ; ^ ^ 

Теперь видно, что это уравнение Бернулли. Для его реше
ния воспользуемся методом Лагранжа. 

Найдем сначала решение однородного уравнения 
/ V ^ dy dx , 1 1 , I I . 1^1 С / + ̂  = 0, — = , In V = ~ l n x + l n C L v = —. 

X У X ' ' I I I I ^ 
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Считаем, что С (х) — зависит от х, т. е. 

У = -^-^. (12) 
X 

Подставим у и у' в исходное уравнение (11) 

I ^, С С х^ 
-С—Г + — = - ^ ^ . C4C = xdx, 

с х^ ^ „ _ /3 2 cW=^ 3 2 " " ^ " ^ ^ ^ ^ з " " ' " " ^ ^ ' -
Таким образом, из выражения (12), полагая 3Cj = С, полу

чим у-\\^г"^~ 
3_ С 

. 2х х̂  
в) Принимаем у за независимую переменную, ах — за фун

кцию. Тогда 

2х hx =-2_y-j^ , X + —= —^—^—. 
dy 2 2х 

Последнее уравнение есть уравнение Бернулли. Восполь
зовавшись заменой х = uv, х = uv + vu^ получим 

иьл-и 

Откуда 
к 2 

V \_ 2у + у 2 

2uv (13) 

^ ^ ^ 1 I I 1 J "2 
— = — , In и = — a y , v = e^. 
dy 2 ' ' 2 ^ 

Подставляя частное решение в уравнение (13), будем иметь 
du -f 2у + у -е 2 = -

^•^ 2ие ^ 

2 

^ , 2udu=-j(2y + y')e'dy, и'=С-у'е'. 

Таким образом, х^л^С-у^е^е ^ или х^ =\C-y^e^je '̂, 

х^+у'=Се-'. 
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14.5. Уравнения в полных дифференциалах. 
Интегрирующий множитель 
1°. Если для дифференциального уравнения 

P{x,y)dx + Q{x,y)dy = Q (1) 
справедливо равенство 

^ = ^ , (2) 
Эу дх 

то уравнение называется уравнением в полных дифференциалах 
и может быть записано в виде du (х, j;) = 0. 

а) Общий интеграл находится по одной из формул 
X у 

u{x,y) = ̂ P{x,y)dx-\-^Q{x^,y)dy = C, (3) 
Ч Vo 

или 
у 

u{x,y) = ̂ P{x,yQ)dx-{-^Q{x,y)dy = C, 
Ч Ун 

где XQ,JVO — координаты некоторой фиксированной точки, при
чем Р^ {x^,y^) + Q^ {x^,y^)^Q. 

б) Поскольку полный дифференциал функции и равен сум

ме частных дифференциалов — d x = Pdx, — d y ^ Qdy, то ин-
Эх Эу 

тегрируя их по отдельности, считая в первом случае у 

постоянной, а во втором х, найдем два вырциклоидфункции 

u~\Pdx^-(p[y)\ u=\Qdy^-\if{x), (4) 
здесь (р{у) и V^(x) —некоторые функции. 

Общее решение находится подстановкой в первое выра
жение вместо (р{у) всех членов из второго выражения, завися-
щциклоидко от у, или наоборот. 

2°. Пусть левая часть уравнения (1) не является полным 
дифференциалом, однако можно найти такую функцию 
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fi^jii^x.y), что умножая уравнение на нее, произведение 
II i^Pdx + Qdy^ будет полным дифференциалом 

Э(дР)^Э(А^д) 
Э;; Эх • ^^ 

Функция 11 называется интегрирующим множителем и 
легко находится в двух случаях: 

а) если ^̂  = /X (д:), то из выражения (5) следует 

дР_ 
ду dx Д -л ~^ , ^ ^ л и л и = 

Э£ 
Эх дуъу Эх J 

б) если /i = jU (jv), то из выражения (5) следует 

\dx. (6) 

^da дР до d/J. 1 
Р-^+ц — = W ^ или -—= -

J F Эу Эх Af Р 

Эе ЭР dy. (7) 
I Эх Э;; J 

Признаком существования интегрирующего множителя яв
ляется отсутствие в выражении (6) переменной j , а в выраже
нии (7) переменной х. 

5.1, Решить уравнения: а) [х + y)dx + (х—2y)dy = 0; 

б) 
Л 

х-е^ 
£ / 

dx + e' 

J 

— 1 
У 

ку=о. 
Решение, а) Вначале надо убедиться, что данное уравне

ние в полных дифференциалах. Полагая Р^х-\-у\ Q-x-2у, 
подставляем их значения в выражение (2) 

Э(х + 7) Э(х-2^;) 
ду Эх 

Так как равенство справедливо, то общий интеграл нахо
дим по формуле (3), считая, что х̂  = О, Уо=0 

X у 2 

u = j{x-\-y)dx-J2ydy=—+xy-y^. 
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Отсюда общее решение — л-ху-у^ =^С. 

б) Полагая Р = х - е ^ , Q-e^ 
Л 

— 1 
У 

подставляем их в 
выражение (2) и убеждаемся, что это уравнение в полных диф
ференциалах. 

х-е а . . - - , 
• = -г^' ду дх у~ 

Для нахождения функции и интегрируем ее частные диф
ференциалы по формулам (4), считая в первом случае у посто
янной величиной, а во втором — х 

jPdx=:\ х-е' dx = — -ye'+(p{y), 

\Qdy = \e' - 1 
У 

dy = -ye^ -^ilf{x). 

Подставляя из первого выражения все члены, зависящие 
от X, во второе и приравнивая постоянной интегрирования, по-

лучим уе-^ =С. 

5.2. Решить уравнения: а) (х^ •by^dx-'xdy = 0; 
б) ixy^^-y^dx-xdy^^Q при условии j^(l) = l. 

Решение, а) Здесь р^х^ +y\ Q = -х. Подставляя Ри QB 
выражение (6), получим 

da 2dx , 1 1 ^ , 1 1 1 
1Л X ' ' ' ' X 

Умножим на интегрирующий множитель левую часть урав

нения 1 + У 

J 
\dx~dy--Q, 

X 
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Проверим по условию (5) — является ли это уравнение в 
полных дифференциалах 

1 + У (Л 
X 1 

2 • ду Эх JC 
Находим неопределенные интегралы 

^liPdx = yi\ + ̂ ]dx = x--^ + (p{y), 

\liQdy = -\-dy = --^-^\i/{x), 
•̂  •^ X X 

Так как во втором выражении нет членов, зависящих толь
ко от у, то есть ф (j^) = О, то общее решение получается из пер-

V 

вого результата х- —-С. 
X 

б) Здесь Р = ху^ +у, Q = -х. Подставляя Ри QB выраже-

ние (7), получим 

1п|^г|=-21п|;;|, ^ = — 
/1 ху +у 

1 
у 

У 

нения 

Умножим на интегрирующий множитель левую часть урав-
X ^ 1^ 

х + -
у 

шх -dy = 0. 
I У 

Проверим, является ли это уравнение в полных дифферен 
циалах по условию (5) 

JC + 
у 

' х^ 
У 1 

ду дх у 
Поскольку равенство выполнено, то частный интеграл на

ходим по формуле (3), считая, что х^=1, >'о = 1, С = 0. 
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л / 1 Л г 1 
Г JC + — \dx- \—r-dy = 
, У iy + -

у 

х^у + 2х = 3у. 

14.6. Уравнение Лагранжа и Клеро 
1°. Дифференциальное уравнение вида 

у = х(р{/)+11/{у) (1) 

называется уравнением Лагранж:а. 
Если положить у = р VL принять X за функцию, то после 

дифференцирования уравнение (1) сводится к линейному отно
сительно X 

dx [(p{p)-p]—-^(p\p)^W{p) = ̂ . 
-^ dp 

(2) 

где/7 — независимая переменная. 
Интегрируя уравнение (2) и подставляя найденное значе

ние X в уравнение (1), получим общее решение уравнения Лаг
ранжа в параметрическом виде. Общее решение в обычном виде 
можно получить исключением параметра/?. Кроме того, из ус
ловия (р[р)-р = 0, уравнение (1) может иметь особые и част
ные решения вида 

У = х(р{р)+\1/{р), (3) 

2°. Если в уравнении Лагранжа (р (у') = у\ то получим ĵ /̂ ae-
нение Клеро 

У = ^'+¥{/)• (4) 

Полагая у' = р и дифференцируя, находим, что р = С и 

Отсюда общее решение уравнения (4) имеет вид 
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у^СхЛ-ц/{С), (5) 
а особое решение получается исключением параметра/? из урав
нений 

y = px^\lf{pY х = -\1/\р). (6) 
Общее решение представляет собой семейство прямых, а 

особое является огибающей этого семейства. 

6.1. Решить уравнения: з) у = 2х/ - v 1 + у^"; 

6)J^ = V + -7r-
Решение, а) Данное уравнение есть уравнение Лагранжа. 

Полагаем у' = р, тогда уравнение примет вид у = 2хр -yj\ + р^. 
Продифференцируем его 

dy = 2pdx + 2xdp — . . 

Так как dy = pdx, то 

pdp dx 2 1 
pdx + 2xdp = f—L= или — +—jc = -1 + ;?' dp P ^X^p" 

Таким образом, решение свелось к линейному уравнению. 
Используя замену л: = WL); х -uv-^-vu, Y]\tu,v —функции от/>, 
будем иметь 

и V + U 
^ , 2 ^ 1 

V -{- — V 

V Р ) лЯ? 
^ dv ^dp 1 
Отсюда — = -2-^^; v-—^vi 

V р р^ 
du _ р^ г р^ +1 С dp 
— - 7 -; u=\—f==rdp-\-i— 
dp ^l + p' W 1 + / л/1 + / 

Интегрируя первый интеграл по частям, получим 
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" = - ;̂  Vi+7^ - - In |;>+VT+V + с. 
Окончательно общий интеграл в параметрической форме 

примет вид 

с^1 + Р' 1 
•In p + ^Jl + p ' 

р" 1р 2р 

[у = 2рх-ф + р^. 

б) Это уравнение Клеро. Полагаем у' = р, тогда уравне

ние примет вид у = рхл—-. Дифференцируем его 
Р 

dy = pdx + xdp г- dp. 
Р 

Так как dy = pdx, то 
f 

xdp -dp = (i или dp 
P 

X — - = 0. 

Отсюда, либо dp = 0, либо х = - у . Если положить, что 
Р 

dp = 0, то /> = С и V = Сх + — будет общим решением данного 

уравнения. 
„ 2 2 ^ 1 3 
Если положить, что л: = —г, то у = —г-+—т = -^, и полу-

у р р р 
2 3 

чим особое решение х = — у = — Исключая отсюда пара-
Р Р' 3 г— 

метр/?, находим особое решение в явном виде у = — v2x^. 
Докажем, что семейство прямых, определяемых общим ре

шением, представляет собой семейство касательных к особой 
интегральной кривой, т. е. особое решение является огибаю
щей этого семейства. 
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Уравнение касательной к особой кривой в некоторой точ
ке (^o'J^o) имеет вид у-у^^У^^^-х^), где производная у^, 

У наиденная из уравнения кривой в точке XQ , равна у^ = з/ 

Подставляя сюда значение у^ =—^2x1 и упрощая, находим 
2 1 I—2 ^ 

0̂ 

Т7 г \^ 
Если считать, что С= з — , то уравнение семейства каса-

\/ Y 
V -^0 

тельных к особой интегральной кривой в произвольной точке 
(•̂ о'З̂ о) примет вид у - Схл—-, т. е. особое решение является 
огибаюш;ей этого семейства. 

14Л. Уравнения 1-го порядка, 
не разрешенные относительно производной 
р . Если дифференциальное уравнение является уравнени

ем высшей степени относительно производной 

/ ( х , ; ; , / ) = 0, (1) 
ТО, разрешая его относительно у , например, для случая вто
рой степени, получим два уравнения 

y^fxi^x.y) и / = /2(^,7) . (2) 
Геометрически это означает, что через каждую точку М 

некоторой плоской области проходят две интегральные кри
вые. Общее решение уравнения (1) в этом случае примет вид 

i^(x,j;,C) = 0; F,(x,>;,C)-0. (3) 
Кроме того, уравнение (1) может иметь особое решение, 

которое может быть получено в результате исключения у' -р 
из системы уравнений 
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f{x,y,p) = 0; /;{х,у,р) = 0. (4) 

Геометрически особый интеграл представляет огибающую 
семейства кривых (3) 

F{x,y,C)^F,{x,y,C)F,{x,y,C) = 0 (5) 

И может быть получен еще исключением С из системы уравне
ний 

F{x,y,C) = 0; F:{x,y,C) = 0. (6) 

Следует заметить, что кривые (4), (6), не всегда являются 
решениями уравнения (1) и в каждом конкретном случае необ
ходима проверка. 

2°. Если уравнение имеет вид 

х = ср{у'), (7) 

ТО, полагая у' = р, получим х = (р(р). Дифференцируя по х, 
считая р функцией х, получим dx = (p'(p)dp,T3,K как 
dy = /dx = pdx, то dy = p(p\p)dp. 

Интегрируя последнее выражение, запишем решение урав
нения (7) в параметрическом виде 

х = (р{р); y = \p(p\p)dp'^C. (8) 

3°. Если уравнение имеет вид 

У = (Р{У1 (9) 
то, полагая у' = р, получим х = (р(р). 

Дифференцируя, будем иметь dy = (p\p)dp. Учитывая, что 

dy = pdx, получим pdx = (p [p)dp, откуда dx = —^"-^—. Ин

тегрируя последнее выражение, общее решение примет вид 

- | ^ - ^ ф + С; У = (Р{РУ (10) 
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Если есть возможность, то в решениях (8), (10) следует ис
ключить параметр р. 

4°. Если дифференциальное уравнение 1-го порядка имеет вид 
у^(р{х,у), (11) 

то, полагая р = у\ получим уравнение 

у^(р{х,р\ (12) 

Дифференцируя (12) по х, считая/? функцией х, получим 

_ Ъ(р д(р dp 
дх dp dx 

Система уравнений (12), (13) является общим решением 
уравнения (И) в параметрическом виде. Определяя из (13) па
раметр/? и подставляя в (12), если это возможно, находим об
щее решение уравнения (11) в явном виде. 

5°. Если дифференциальное уравнение имеет вид 

х = 11/{у,/), (14) 

ТО, полагая р = у\ решение его находим из решения системы 
уравнений 

. . I ду/ ду/dp ^^^^ 
р ду ар dy 

7.1. Решить уравнения: а) 7 = ^У^+У^; 
б) х у / ' + ( х ^ + / ) / + ху = 0. 

Решение, а) Найдем решения, отличные от нуля. Решим 
уравнение относительно у 

X + Г dx л/х + 1 
Разделим переменные и проинтегрируем 

f = - ^ ' j>'-">=±/(.+i)-"< (̂.+0. 
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Откуда 

2 У =±2(x + i y ' 4 c или 7J^ = ± V ^ + C. 
Общий интеграл (5) примет вид 

или >̂  = (л/хТТ + с ) . 
Для нахождения особого интеграла воспользуемся систе

мой (4), тогда получим 

XH-l 

откуда j^ = 0. Проверка показывает, что у - Q является также 
решением исходного уравнения. 

б) Полагая у' = t, решаем уравнение вида 
хуГ + (jĉ  + j;^) ̂  + xj; = О относительно t 

J- 1 , 2 

2ху 

/ 2 , 2 Л̂  X +у 

2ху 

^2 , _ 2 2 _ 2 
-l=-^L±Z_±.-^ "У 

2ху 2ху 
Откуда 

2 7 2 ? 2 2 2 2 

^-х -у +х -у _ у _-х -у -х +у\_ X 
f J — - — , * 2 """ 2ху X 2ху у 

я у := . 
X у 

V X 

или у = - ^ и у = — 
^ dy dx Решение первого уравнения имеет вид -=^ = ; 

у X 

In [у = - In X + In С ; у^ семейство гипербол. 
X 

Решение второго уравнения будет ydy - -xdx\ 
2 2 

V X 
— = h С; х^ л-у^ =С^ — семейство окружностей. 

7.2. Решить уравнения: а) — + у = In у\ б) j ; = у^е^ 
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Решение, а) Приведем уравнение к виду х = 2{\пу -у) и 
положим у' = р, тогда х = 2(1п/?-/7). 

Продифференцируем это равенство 
Г ^^ \ 

dx — 2 ^-dp 
\ 

Г 1 Л 
•1 \dp. 

Так как dy = pdx, то получим dy = 2(1-p)dp. Интегрируя, 
будем иметь у = 2р-р^+С, 

Таким образом, общее решение в параметрическом виде 
будет х = 2(\пр-р); у = 2р-р^ +С, 

б) Полагаем у'= р. Тогда у = р^е^. Дифференцируя это 
выражение по х, будем иметь р = 2рр'е^ + р^е^р . Откуда 

dp _ 1 
dx~e'{2^py Р'^' 

Разделяя переменные в первом уравнении, получим 

{2 + p)e4p = dx; е"" {\ +р) = х + С. 

Общее решение имеет вид 

х = е^{\ + р) + С; у^р^еГ 

Особое решение (4) легко получить, подставляя/? = О в урав
нение у = р^е^, т. е. j ; = 0. 

7.3. Решить уравнения: 

а) у = х{1 + /) + у'; б) х = Л + — • 
у у 

Решение, а) Полагая у' = р, будем иметь у = х(1 + р) + р^. 
Дифференцируем по X, тогда pdx = {\ +p)dx + xdp + 2pdp или 
dx 
— -t-л: =-2/7. Полученное уравнение, является линейным. Ис
пользуя подстановку х = uv, имеем иЪ + и {v'-^v) = -2/7. Откуда 

v = e-'\ — = -2ре'; и=2(е'-ре')-\-С. 
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Следовательно, х = 2 (1 -р ) + Се~^. 
Таким образом, общее решение уравнения в параметри

ческом виде будет 

б) Полагая у = р, будем иметь х = —+ —г-. Воспользуем-
п г 

ся вторым из выражений (15) 
Р Р 

1 1 / 

- + Р Р 
У 
Р' У 

dp ^ dp 
^ =0 или — 

р ) 
= 0. 

}dy dy\ 
Приравнивая нулю первый множитель в последнем урав

нении, находим 

^ = 0; /7 = 1 и х = Су + С\ 
dy С 

Из равенства нулю второго множителя получим 
2 

у = - уу^-2. 

Интегрируя последнее уравнение, будем иметь у'^ = ~4х. 
Таким образом, общий интеграл будет х = Су + С^; 

а особый у^ - - 4х. 

14.8. Другие уравнения, разрешенные 
относительно производной 

1°. Дифференциальные уравнения, содержащие дифферен
циалы произведения и частного 

d [ху) = xdy + ydx; d\ — xdy - ydx r \ X 

У) 

ydx - xdy 

легко решаются, если, соответственно, положить 
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У ^ 
ху = и; — = и; — = и. 

X у 
2°. Уравнение вида 

P{x,y)dx + Q{x,y)dy + R{x,y){xdy-ydx) = 0, (1) 
где Р и Q — однородные функции степени г, SL R — одно
родная функция степени /(/?^г~1), называется уравнением 
Дарбу. 

При помощи подстановки у = zx уравнение Дарбу приво
дится к линейному уравнению или уравнению Бернулли, если 
2 = 0, то к уравнению с разделяющимися переменными. 

3°. Уравнение вида 

/ = P{x)y'+Q{x)y + R{x) (2) 

называется уравнением Риккати. 
Уравнение Риккати имеет решение только в некоторых 

случаях. Если известно какое-либо частное решение у^, то 

подстановка у = у^+— приводит уравнение Риккати к линей-
Z 

ному виду. 
Уравнение Риккати вида 

у=Ау^+-у + — , (3) 
X X 

где А, В, С — некоторые постоянные, имеет частное решение 

Уу=—, если {В + \) >4АС. Произвольное число а определяет-
X 

ся подстановкой j;J в уравнение (3). 
8.1. Решить уравнения: а) у cos xdx + sin xdy = cos 2xdx; 

6) ydx-[x-y')dy = 0. 
Решение, a) Левая часть уравнения напоминает дифферен

циал функции u=ysmx. Действительно, du = у cos xdx + sin xdy. 
Отсюда имеем 
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du -co^lxdx, и =~sin2x + C, ysinx = —sin2jc + C 
2 2 

С 
или Ĵ  = C0SX + --7-

sinx 
6) Преобразуем уравнение к виду 

ydx-xdy = -y'dy, ydx-xdy^_ 

Поскольку в левой части дифференциал частного d 

2 ydy-

то, используя замену — = w, имеем du=-ydy. Отсюда 
У^ -̂  X у ' X у ' 

и= + С. Следовательно, — = -^—+ С или —+ ̂ ^ = С. 
2 у 2 у 2 

8.2. Решить уравнения: 
а) [x^ + 2y^)dx-xydy-{xdy-ydx) = 0; б) / = / + - +—• 

Решение, а) Исходное уравнение есть уравнение Дарбу. 
Полагаем у = zx, тогда 

(х^ + 2z^x^ Wx - zx^ [xdz + zdx) - (x^dz + zxdx - zxdxj = 0. 

Отсюда (l + z^]dx-(zx + l)dz = 0 или x' -x = r-. 
У ^ ^ ^ 1 + z' 1 + z' 

Таким образом, уравнение свелось к линейному уравнению. 
тт ' . Г ' ^̂  
Делаем замену х = uv, тогда получим uv + u\ v . 
Откуда v = ^Jl + z^; 

^ 1 
1 + ẑ  l + z'' 

" = J 7 - ^ = ̂ = ^ + C; x^z + СлЯ 
•'(l + z') л/1 + z' 

+ z 2 

у 
Исключая z с помощью замены z = —, будем иметь 

X 
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б) Исходное уравнение есть уравнение Риккати вида (3). 

Частное решение ищем в виде у^ = —. Подставляя ĵ i в исходное 
X 

уравнение, получим 
а а^ а I ? ^ . ^ 

—Г = — + — + — ; л +2^ + 1 = 0; а=-\. 
Л/ «Л> .Л' Л/ 

Следовательно, у^-—. Делая замену у- ь —; 

т. е. решение свелось к линейному уравнению. Интегрируя его, 
находим z = x ( C - l n x ) . Таким образом, окончательно будем 

1 1 иметь у — 1 . 
X x(C-lnjc) 

14.9. Уравнения высших порядков, 
допускающие понижение порядка 
1°. Пусть уравнение разрешено относительно старшей 

производной, а правая часть является функцией только от ар
гумента X, т. е. j ; = / (jc). Это уравнение решается последова
тельным интегрированием. Умножая обе части на dx и 
интегрируя, получим уравнение {п-\)-то порядка 

у^""-'^ ^\f{x)dxЛ•C,=(p,{xYC,, 
Снова умножая на dx и интегрируя, получим уравнение 

(« - 2) - го порядка 

После п - кратного интегрирования получим общий ин
теграл в виде функции от x^^n произвольных постоянных ин
тегрирования 
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3; = «р„(х)+С,х"-'+С,х"-Ч...+С„. 
Для отыскания частного решения необходимо найти по

стоянные интегрирования (задача Коши). Для этого требуется 
п начальных условий y=iy^^y-=:zy^^,„ ,j;^"~^^ =>̂ о"~̂ ^ при х = х^. 
Иногда для нахождения частного решения начальные условия 
задаются не в одной точке х = х^, а на концах некоторого про
межутка XG [xpX2]. Такие условия принято называть гранич
ными условиями. 

При нахождении частных решений постоянные интегри
рования СрС2,....,С'^ находятся из системы уравнений 

Уо =(Рп-1 {хо)+С,х;-' +С,х;-' +,., + €„_,; 

yt'^=cp,{x,)^q 
или непосредственно после того, как они появляются в процес
се решения. 

2°. Уравнение второго порядка вида f(^x,y\y'') = 0 не со

держит явным образом искомой функции j^. Обозначим — = р, 
d'y_dp ( dp] ^ 

тогда ~ТТ ~ "7" и уравнение примет вид j х,р,— = и. ах ах у dx J 
Это уже уравнение первого порядка. Интегрируя его, най

дем p = p{x,Q), откуда 
y=\p[x,C^)dx + C2. 

Общее решение дифференциального уравнения второго 
порядка содержит две произвольные постоянные. Для опре
деления значений постоянных Ср С2, при нахождении част
ного решения, используем начальные условия у{х^) = Уо1 
/{XQ) = У^. Первое условие означает, что из семейства интег
ральных линий выделяется такая линия, которая проходит че-
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рез данную точку. Второе условие определяет направление ли
нии заданием угла наклона касательной в этой точке. 

3°. Уравнения второго порядка вида f{y,y\/') = О не со
держат явным образом независимого переменного х. Сделаем 

замену — = р, но теперь будем считать р функцией ;;, т. е. 
dx 

d^y dp dp dy dp 
TT-~r-~,—r~P~7~- Подставляя в исходное уравнение, 
dx dx dy dx dy 

получим f\ y^p^p-£.\=o^ Интегрируя его, найдем p = р{ууС^)' 
[ dy) ^ 

Откуда -^= п(уГ\ или —;——г = dx. Интегрируя еще раз, 
dx ^^^ '^ Р{У^С,) 

получим общее решение y^yi^x.C^.C^). 
4°. В ряде случаев понизить порядок уравнений можно с 

помощью подстановок: 
1. Если уравнение не содержит явно искомую функцию, т. 

е. имеет вид г(у,у\у'\... ,У"^) = О, то с помощью подстановки 
у — р (х) порядок уравнения понижается на единицу 

2. Если уравнение не содержит явно независимую перемен
ную, т. е. имеет вид р{у,у\у\.,, ,У"М = 0, то с помощью под
становки у -р{у), где за новый аргумент принимается у и 

У =Р , dy 

ф i . 2 . ^ . . V ^ d'p Л dp 
dy' [dy и т. д., порядок уравнения 

понижается на единицу. 
3. Если уравнение имеет вид у^"^ = f(y \ ^^ ^ помощью 

подстановки у^^^ =^7(х) порядок уравнения понижается на к 
единиц z?̂ ""̂ ^ =:/(jr7(x)). 

4. Если уравнение р{х,у,у\у\... ,>' ) = 0 является одно
родным относительно у,у\у\,,. ,У"^, то при замене у =ty, где 
t{x) — новая неизвестная функция, порядок уравнения пони
жается на единицу. 
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9.1. Решить уравнения: а) j;^^^ = e^""', б) У = —^ при х = 1, 
у = 0,у' = \, у" = 2. 

Решение, а) Поскольку правая часть зависит только от х, 
то интегрируем правую и левую части последовательно четыре 
раза. Будем иметь 

1 y" = \e"'dx = -e'' + q. 
2 

у-\" 

J-X , /<^ 1J , . ^ ^2JC /^==||_-е^- + С, J x ^ - e ' ^ + CjX + Q , 

Л 1 -2 
2JC / = | | - . " + C , + Q 

1 jc 

' 8 ' 2 ' ' 
1 ^ 2 л , „3 „2 
- е ' ' + С , — + С 2 Х + С3 

1 X X 

16 ' 6 2 ' ' 
б) Поскольку правая часть зависит только от х, то реше

ние находится непосредственным интегрированием правой и 
левой части. Постоянные интегрирования будем определять 
сразу же после интегрирования. Интегрируя по частям, будем 
иметь 

/ ' = —1пх — + С, п р и х = 1 , 2 = -1+С„ С = 3 . 

Интегрируя еще раз, получим 

1 9 
у =~-1п 'х -1пх + Зх + С2 п р и х = 1, 1 = 3 + ^ , С^^-2. 
Наконец, интегрируя по частям, окончательно решение 

примет вид 

:и = - | 1 п ' х + - х ' - 2 х + Сз п р и х = 1 , 0 = | - 2 + Сз, С з = ^ ; 

X - 2 ^ 1 г\ А 
v = —In х +—X - 2 х +—. 

2 2 2 
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9.2. Проинтегрировать уравнения: а) х (У+1) + У = 0; 

Решение, а) Данное уравнение не содержит;^, следователь
но, понизить его порядок можно с помощью подстановки 
у = р{х), тогда у'-р{х). Отсюда 

х ( / + 1 ) + /7 = 0 или рл- — = -\, 
X 

Это линейное уравнение, поэтому делаем замену р - uv\ 
V 

= - 1 ; 
dv dx 

р =uv + vu и интегрируем uv + u\v Л-
1 x 1 V X 

t; = —; — = - 1 ; аи=-хах; и= hCp р = — н . 
X X 2 2 X 
Но р = — , поэтому имеем ау = 

dx 
X , , ^ 

тегрируя, находим у = + С, In |х| + С 

-—+ —̂  к/х, откуда, ин-
2 X ) 

б) Поскольку уравнение не содержит у, то делаем замену 
dp _ dx 

X 

Отсюда Inl 

/ = Р, у' = Р- Тогда хр =л]\ + р 

/7 + ̂ 1 + рп = In |х| + In С,; p + yjl + p^ =С^х; 

-Сх-Vl + y = С,х - у'; Щху' = Cfx^ - 1 ; dy 

у =—С, 1пЫ + С,. 
4 ' 2С, ' ' ' 
Используя граничные условия, получим систему 

4 ' 

1 = — С , - — + Q , 
4 ' С, ' 

решая которую, будем иметь 

1 Л 

2С,х 
^ ; 
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г - 2 с ——^— и с — 2 с - ^ 

Решения системы С^ и Q следует отбросить, так как С^ 
величина сугубо отрицательная и 1пСз не существует. Таким 
образом, частный интеграл 

х'-Х в ' - 1 , , , 
У = —1— г 1пЫ. 

2 (е ' -1 ) 4 ' ' 
/ \3 9.3. Проинтегрировать уравнения: а) у''-\-2у[/) =0; 

б)/'= /̂ч77• 
Решение, а) Уравнение не содержит х, поэтому делаем за-

// dp _ мену у = р, у =р-^. Тогда 
' * ' 

р—+2ур^-О или Р 
dy 

= 0. 

Отсюда/7 = 0 и — + 2j;/7 =0. 
dy 

Решение первого уравнения: — = О, >̂  = С. При отыска-
НИИ решения второго уравнения разделим переменные и про
интегрируем 

dy р р у +C^ 

Так как р = —, то 
dx 

dy = ^ ^ , (y^ + C,)dy = dx, ^+С,у = х + С^. 

Таким образом, общее решение дифференциального урав
нения имеет вид 

y - x = C2-C,j; и у = С. 



ОБЫКНОВЕННЫЕ ПИФфЕРЕНиИАПЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 91̂  

б) Уравнение не содержит x^^y, поэтому можно делать лю
бую из двух выше рассмотренных подстановок. Естественно, 
целесообразно делать подстановку, которая ведет к более про
стому решению. Поэтому полагаем у -р, у' — р\ тогда 

р-^\\-р^. Интегрируя, получим —=E=^dx, arcsin/? = x + Ci 
откуда р = sin (jc + Cj). ^ ^ 

Но /7 =—, поэтому dy=sm[x+C\)dx или >'=-cos(x+Cj)+Q. 
dx 

9.4. Проинтегрировать уравнения: а) х^у''-[у'У =0; 
^)yy"-{yi=0- ъ)у"У^\- Т)УУ' = 2{У")\ 

Решение, а) Уравнение не содержит явно функцию, поэто
му делаем замену у'-р, тогда х^р' = р^. Разделяем перемен
ные и интегрируем 

dp dx 1 1 1 _ CjX 
p^ x^' p X Cj ' X + Cj 

Переходя к старой переменной, получим уравнение второ
го порядка с правой частью, зависящей только от х, т. е. 

// L îX 
У = — — • x + Cj 

Интегрируем его два раза у = Q (х - С, In |х + Q |) + Сз; 

;̂  = - ^ х ' - С , ' ( х + С,)1п|х + С,| + С,'х + С2Х + Сз; Q ' ^ Q + C ' ; 
г 

;; = -^х^-С,^(х + С,)1п|х + С,| + С2Х + Сз. 
б) Уравнение является однородным относительно у, / и 

у*", поэтому делаем замену у -ty, у"" = t'y + t^y. 
л^л Тогда получим t'y + t^y = — ^ ; t' = 0; t-C{, — = С^у; 

у dx 
^ = qdx; In _У_ C^x. Откуда y = C2e Qx 
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в) Делая замену у' = р{х)\ у"--^^ понизим порядок 

Ф дх 
уравнения —/? = 1. Разделяем переменные и интегрируем 

dx 2 
pdp = dx, тогда ^ = х+Q, р=±yfbc+Q. Отсюда y'=±yj2x+Q. 

Так как правая часть зависит только от х, то интегрируя дваж
ды, получим 

y=±j{2x + C,)2dx + C,=±-{2x + C,)2+C^; 

1 5 

у = ±—{2х + С,У+С^х + С^. 

г) Уравнение не содержит явно независимую переменную. 
Делаем замену 

У =Р. У 
dp 

у =р <// \dy 

тогда уравнение примет вид 
/ 

+ 
^dpy 2 Л 

= 2У 

Откуда 

/ = 0 , / = 0, у = С и /7 d/ [dy = 0. 

Поскольку последнее уравнение не содержит в явном виде 

dp d^p dt dt 2 г. у, то полагая -^ = t, —j- = t—, получим pt 1 = О, отку-
dy dy dp dp 

л Ф л ^ ^ ^ dt i^ dt dp 
д а / = 0, - f = 0, p = C„ y^C.x + C^^ p-—t = Q, — = -^, 

dy dp t p 
ln|f| = ln|C,>|, t = C'p. 
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Интегрируем последнее уравнение 

^ = С1Р, ^ = Cldy, \п\р\ = с1ул-\пС;, р^с',е''^\ 
dy р 

Наконец 

dx ' е'^>' ^^^' 

—е^''^=с/х + С' 

Таким образом, окончательно имеем: 

у=с, у=с,х+с,, -^в-^'^+с;х+с;=о. 

14*10* Линейные однородные уравнения 
высших порядков с постоянными 
коэффи циентами 
1°. Линейным однородным уравнением называется уравнение 

/ ^ + ̂ / " ' ^ + •••+/^„-,/+^„3^ = 0, (1) 
все члены которого первой степени относительно функции и 
ее производных, а коэффициенты /^,/^,...,/^ —постоянные ве
личины. 

Общий интеграл линейного уравнения л-го порядка име
ет вид 

У = С,у,+С^у^+.„ + С^у^, (2) 
где Ух,У2^'->Уп —линейно независимые частные решения этого 
уравнения. 

Если искать частные решения в виде у = е^, то получим 
характеристическое уравнение А:" Ч-Т̂ А:""̂  +... + P„_iA: + P„ =0. По-
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рядок характеристического уравнения совпадает с порядком 
дифференциального уравнения. В зависимости от значений кор
ней характеристического уравнения возможны следующие об
щие решения дифференциального уравнения: 

1. Если все корни к^,к^,...,к^ характеристического уравне
ния действительные и различные, то общий интеграл имеем вид 

у = С/^"" + Qe'^' +... + С,/"""; (3) 
2. Если действительный корень /cj имеет кратность 

г (A:j = А:2 =... = А:̂ ), то в решении соответствующие члены заме
няются слагаемым 

3. Если характеристическое уравнение имеет пару одно
кратных комплексно-сопряженных корней /:, 2 = от ± j8/, то в ре
шении соответствующая пара членов заменяется слагаемым 

e"^"" (С, cos рх + С^ sin /Зх); 

4. Если пара комплексно-сопряженных корней k^^=a±Pi 
имеет кратность г, то соответствующие г пар членов в решении 
заменяются слагаемым 

2°. Если решением характеристического уравнения линей
ного однородного дифференциального уравнения второго по
рядка у' л- РУ + qy = 0 является пара комплексно-сопряженных 
корней, то общее решение имеет вид 

у = е"" (С, cos j8x + Q sin px). (4) 

Приведем еще одну форму записи этого решения. Пусть 
Cj = ^sin^, С^ =Acos(p, где А и (р новые произвольные по
стоянные. Подставляя вместо Ср С2 их значения, общее реше
ние примет вид 
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7 = ^e""sin(jSx + (p). (5) 

Если в дифференциальном уравнении /? = О, то оно имеет 
вид у''-\-ду = 0 и называется дифференциальным уравнением сво
бодных гармонических колебаний. Корни его характеристичес
кого уравнения чисто мнимые к^ = yjqr^ к^ = -^qi, поэтому 

общее решение будет 7 = v4sinf^^x + ^ j . 
10.1. Найти решение уравнений: а) у' -5у -6у - 0; 

б ) / ' - 6 / 4 - 9 ; ; = 0; в ) / Ч б / + 13;; = 0; г ) / Ч 1 6 у = 0, > (̂0) = 1, 
/ (0 ) = 2. 

Решение, а) Составляем характеристическое уравнение 
yt̂  -5А:-6 = 0 и находим его корни. По теореме Виета к^ =6, 
А:2 = - 1 . Поскольку корни действительные и разные, то общее 
решение имеет вид 

б) Составляем характеристическое уравнение 
А:̂  -6А: + 9 = О и находим его корни к^^к^^Ъ. Поскольку кор
ни действительные и кратные, то общее решение имеет вид 

у = е^'{С,+С2х). 

в) Составляем характеристическое уравнение 
А:^+6/: + 13 = 0 и находим его корни ATJ 2 = -3 ± 2/. В этом случае 
корни комплексно-сопряженные о: = - 3 , j8=2. Общее реше
ние уравнения имеет вид 

у = е'^"" (Cj cos 2х + С^ sin 2х) 
или, согласно равенству (5) 

у = Ae'^"" sm{2x + (p), 

г) Составим характеристическое уравнение /:^+16 = 0 и на
ходим его корни к^2 ^ -4^- В этом случае корни чисто мнимые 
а = О, j3 = 4. Общее решение имеет вид 
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j ^ = CiCos4jc + C2sin4x или y = A^\n{Ax-V(p). 
Решим теперь задачу Коши. Согласно первому начально

му условию имеем 1 = Q -f Q • О, С̂  = 1. Находим производ
ную у = "4Cj sin 4х -f 4С2 cos 4х. Согласно второму начальному 

условию 2 = -4С, • О+4С2, ^2=—. Подставляя найденные зна

чения произвольных постоянных в общее решение, получим ча

стное решение у = cos 4х +—sin 4х. 
10.2. Найти решение уравнений: а) у''' - 6у'' +1ЗУ = 0; 

d'y 
б) -ji-y = ̂ '^ в) / 4 4 / ^ 4 - 4 / ^ = 0; г) / - / = 0, ;;(0) = 0, 
/(0) = 1, / (0) = 0, /Х0) = 1, /Ч0)-2 . 

Решение, а) Составляем характеристическое уравнение 
к^ - 6к^ +13/: = О и находим его корни к^ - О, К^^ = 3 ± 2/. По
скольку один корень действительный, а два комплексно-сопря
женные, то общее решение имеет вид 

у^С^ +е^'' [С^ cos 2х + С3 sin 2х). 
б) Составляем характеристическое уравнение /:^-1 = 0 и 

находим его корни (k^-l)(k^ + 1̂  = 0, к^^ = - 1 ' з̂,4 = ±̂ - Два 
корня действительные и разные, а два корня мнимые, следова
тельно, решение имеет вид 

у = С^е"" + Сзв""" + Сз cos X + С4 sin х. 
в) Данному дифференциальному уравнению соответст

вует характеристическое уравнение к^ -{-4к'^ +4к^ = О или 
к^ [к' + 4к^ + 4) = 0. Находим корни: два действительных крат
ных корня к^=к2=0 и два двукратных мнимых сопряженных 
корня /:з,4 ~ ^^2, к^^ = -iy/l. 

Таким образом, решение, согласно пунктам 2,4, примет вид 

>̂  = С, + С2Х + (Сз + Qjc) cos л/2х + (Сз + Qjc) sin V2JC. 
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г) Составим характеристическое уравнение к^ -к-^ и 
найдем его корни к^ =0, к^^^ =±1, к^^ =±i. Общее решение 
примет вид 

у = С^Л- С^е' + С^е'"" + С^ cos х + С^ sin х. 
Для нахождения частного решения вычисляем производные 

у' = С^е"" - С^е'"" - Q sin х + С5 cos JC, 

у' = С^е"" + С^е'"" - Q cos х-С^ sin х, 

У = С2е'' - С^е'"" + С4 sin х - С5 cos х, 

>̂ ^̂ ' = С-^е" + Сз̂ """ + Q cos X + С5 sin х. 
Используя начальные условия, получим систему уравнений 

[0 = С,+С2 + С3 + С4, 
1 = Q - C 3 + Q , 
О-С2 + С3-С4, 
1 = С - С -С 

решая которую, находим: С, = -2, С2 =1, Сз = О, С^ =1, Q = 0. 
Таким образом, частное решение будет >> = е"" + cos х - 2. 

14.11« Линейные неоднородные уравнения 
высших порядков с постоянными 
коэффициентами 
Линейным неоднородным уравнением называется уравнение 

первой степени относительно функции и ее производных 

Это уравнение отличается от однородного уравнения на
личием в правой части некоторой известной функции q от не
зависимой переменной х. 
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Общий интеграл у линейного неоднородного уравнения 
равен сумме какого-либо его частного интеграла j^j и общего 
интеграла и, соответствующего однородного уравнения (по
лучающегося из неоднородного при ^ = 0), т. е. у=.и-\-у^. 

1°. Для некоторых специальных видов функции q{x) част
ный интеграл у^ можно найти методом неопределенных коэф
фициентов. По виду правой части q{x) можно заранее указать 
вид частного интеграла у^, где неизвестны лишь числовые ко
эффициенты. Рассмотрим эти случаи: 

1) q[x) = e"^P{x), где Р{х) — многочлен. В частности, ес
ли ш = О, то ^(х) = Р(х) , а если Р{х) есть постоянная величина 
С (многочлен нулевой степени), то q{x) — показательная функ
ция Се"^. 

2) q{x) = e'^{^Асо^ЬхЛ-В^тЬх), 
3) ^(x) = P(x)cosZ)x+/(x)sinZ?x; P{x)\ij{x) — многочлены. 
4) q{x) — есть сумма рассмотренных выше случаев. 
В этих случаях j;j есть функция, подобная q{x), т. е. отли

чающаяся от q{x) только числовыми коэффициентами. Если 
число т (для первого случая) или числа а±Ы (для второго 
случая) являются корнями характеристического уравнения 
кратности г (соответствующего однородного уравнения), то 
у^ отличается от q{x) множителем х'. 

Написав по виду правой части q{x) выражение функции у^ 
с неопределенными буквенными коэффициентами, находят про
изводные у[,у{ и т. д. и подставляют у^,у[,у[\... в данное неод
нородное уравнение. Сравнивая коэффициенты у подобных 
членов из обеих частей, составляют систему уравнений относи
тельно неопределенных коэффициентов, решение которой и оп
ределяет частное решение неоднородного уравнения. 

2^. Если по виду правой части q{x) указать вид частного 
интеграла j^j затруднительно, то его можно найти с помощью п 
квадратур по формуле 
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где ку,к2,...,кп —корни характеристического уравнения. 
В частности, если уравнение второго порядка, то 

у, ^e'^''\e^''-'^^''\q{x)e-'^4xdx, (3) 

если третьего порядка, то 

у, = e'^''je^''--''^''\e^''-''^''\g{x)e-''''dxdxdx, (4) 

В случае комплексных сопряженных корней бывает удоб
нее выражать тригонометрические функции через показатель
ные по формулам Эйлера 

в'" = cos а + i sin а\ в"'" = cos а - / sin а (5) 
или 

cos а = 1(в'«+^-'"); sina = —(е^"-е-'«). (6) 

3°. Метод вариации произвольных постоянных. Пусть тре
буется решить неоднородное линейное уравнение с постоянны
ми коэффициентами второго порядка 

y"^Py+P,y = q{x). (7) 
Запишем решение соответствующего однородного уравне

ния в виде 
У^С.у.+С^у^, (8) 

где у^ иу^ — частные решения однородного уравнения. Будем 
считать Cj и С2 неизвестными функциями х. Для их определе
ния необходимо решить систему 

\с{у[^С^г-я{Л (9) 
Решая систему относительно С[ и С^ найдем Cj' = (p, (х), 

С2=(Р2{^)- Откуда 
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Подставляя Cj и C^ в выражение (8), получим общее ре
шение. 

Если неоднородное уравнение «-го порядка и известна фун
даментальная система решений Ух->У2^"-^Уп соответствующего 
однородного уравнения, то общее решение неоднородного урав
нения (1) берем в виде 

у{х) = С,{х)у,-^С,{х)у,-^„лС^{х)у^, (10) 

где С, (х),С2(х),...,С„ (х) определяются из системы уравнений 

- ' ,("-2), '„("-21 Су-\+С,/->г+...+ СУ - ' ,(«-2) о, 
С/ [п-\) , ^t (п-1) , , х-,/ \п-\\ / \ 

11,1. Найти решение уравнений: а) у"-2у—Ъу = ЪУ^ —\; 
б) / ' - 2 / = 2-5л:'; в) / ' + 6 / + 5;; = 8е'^ г) у"-(,у'^^у = Ае^'\ 
д) / ' - 3 / + 2:>; = (д:Чх)в^ е) у"+ Ау'-Ъу^Ъх-%е\ у(0) = 0, 

/(o)=-f 
Решение, а) Найдем решение соответствующего однород

ного уравнения у"-1у -Ъу-^. Составляем характеристиче
ское уравнение А:^~2А:-3 = 0 и находим его корни к^-Ъ, 
/̂ 2 = - 1 . Общее решение имеет вид и - С^е "" + С^е'"". 

Поскольку правая часть неоднородного уравнения пред
ставляет многочлен второй степени, то частное решение >̂ j сле
дует искать в полной форме многочлена второй степени 
у^ = ^х^ -hBjc + C, где А, В, С — неопределенные коэффициен
ты. Так как предположили, что^'^ есть решение заданного урав-
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нения, то подставив Ух->У\->У\ в это уравнение, получим тожде
ство относительно х 

2А-4Ах-2В-ЗАх^ -ЗВх-ЗС = 3х^ -I. 
Приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях х 

в левой и в правой части 
х^ 3 = -ЗА, 
X 0 = -4А-ЗВ, 
х^ -\ = 2А-2В-ЗС. 

4 11 
Отсюда А = -\, В-—, С- . Следовательно, имеем 

3 3 

' 3 9 
Обидее решение исходного уравнения примет вид 

' - 3 9 
б) Соответствующее однородное уравнение имеет вид 

У - 2 У = 0. Составляем характеристическое уравнение 
к^ -2к = 0 и находим его корни к^ =0, к2= 2. Общее решение 
получаем в форме w = Q + С2е^\ 

Определяем форму частного решения j^j. Поскольку в пра
вой части неоднородного уравнения т=Оит совпадает с кор
нем характеристического уравнения, то частное решение у' в 
форме многочлена второй степени умножается на х, т. е. 
у^ =х(^Ах^ +Вх + С). 

Находим у[ = ЗАх^ + 2Вх + С, у''= 6Ах + 2В и подставляем 
У\^У\^У\ в заданное уравнение 

6Ах + 2В-6Ах^-4Вх-2С = 2-5х\ 
Приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях х 

х^ -6А = -5, 
X 6А-4В = 0, 
х^ 2 5 - 2 С = 2. 
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5 5 
Решая эту систему уравнений, находим ^ = —, ^-~7^ 
1 _ Г5 , 5 1 ^ 

С = —. Следовательно, у^=х 
4 ув А 

ние заданного уравнения примет вид 

— х^ +—х + - а общее реше-
/ 

у = С,-^ С^е'' + 
Г5 , 5 \Л 

У 3 2 2 
в) Найдем общее решение соответствующего однородно

го уравнения у'-^в/л-Зу-О. Составим характеристическое 
уравнение А:̂  + 6А: + 5 = О и найдем его корни А:, = - 1 , к^=—5. 
Тогда общее решение примет вид и = С^е'"" + С^е'^''. 

Поскольку правая часть уравнения представляет показа
тельную функцию, то частное решение ищем в подобном виде 
только с неопределенным коэффициентом у^= Ae"", Находим 
производные у{ = ЗАе^'', у{'=9Ае^'' и подставляем У1,у{,у{' в 

исходное уравнение ЭАе^"" +18^4^ '̂' -{-5Ае^'' =8^^"", откуда А=—, 

Следовательно, у. =—е^''. 
4 

Общее решение неоднородного уравнения имеет вид 

' ' 4 
г) Найдем решение соответствующего однородного урав

нения у'' - 6у' + 9j; = 0. Составляем характеристическое уравне
ние jj;2 _ 5̂ 1; + 9 = О и находим его корни к^2 " ^' Так как корни 
кратные, то решение имеет вид w = (Q + С2х)е "". 

Поскольку в правой части m = 3 и совпадает с обоими кор
нями характеристического уравнения, то частное решение ищем 
в виде у^ -Ах^е'''. Находим производные у[ = Aylx + 'ix^je"', 
у['=^ A\2-\-\lx-\-9x^je''' и подставляем в исходное уравнение. 
После приведения подобных членов получим lAe"" = 4в^'', от
куда А = 2. Общее решение исходного уравнения имеет вид 
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д) Составляем характеристическое уравнение для соответ
ствующего однородного уравнения А:^-3/г + 2 = 0. Его корни 
к^-\ А:2 = 2. Решение однородного уравнения будет 

1х 

Поскольку правая часть уравнения представляет произве
дение многочлена второй степени на показательную функцию 
и m = 1 совпадает с одним из корней характеристического урав
нения, то частное решение ищем в виде у^ - уАх" + Вх^ н- Cxje''. 
Находя производные у[ и у^' и подставляя их в исходное урав
нение, будем иметь 

[бАх + 2В + ЗАх^ + 2Вх-[-С + ЗАх^ + 2Вх + С + Ах^ +Вх^ +Сх)е' -

-[9Ах^ +6Вх + ЗС + ЗАх' +ЗВх^ + ЗСх)е' +[2Ах' + 2Вх^ + 2Сх)е'' = 

= (^х^+х)е\ 

Приведя подобные члены и сравнивая неопределенные ко
эффициенты при одинаковых степенях х, получим систему от
носительно А, В и С, решая которую, будем иметь А = — , 

3 
3 

В = — , с = - 3 . Следовательно, частное решение примет вид 

^ ^ 3 , ^ 
—+-Х+3 
3 2 

Окончательно решение будет 

7, =С,г"+С2в'^ 

J 

^х' 3 , 
. 3 2 \е . 

е) Для соответствующего однородного уравнения 
у''+4у'-'5у = 0 составляем характеристическое уравнение 
к^ +4к-5 = 0. Его корни к^ =1, к2=—5. Общее решение одно
родного уравнения примет вид 
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и = С^е"" + С^е -5х 

Поскольку правая часть исходного уравнения равна сум
ме двучлена и показательной функции и m = 1 совпадает с од
ним из корней характеристического уравнения, то частное 
решение запишем также в виде суммы двучлена и показатель
ной функции, причем показательную функцию умножаем на л% 
то есть у^^Ах + Вл- Схе\ 

Находя производные у[ и у^ и подставляя их в исходное 
уравнение, будем иметь 

Приравнивая неопределенные коэффициенты при одина
ковых степенях х и при показательной функции, находим, что 

А = --
25 3 

Таким образом, частное решение будет 

Ух=~ х + -
АЛ 

) 

4 . — хе 
3 

а общее решение исходного уравнения примет вид 

-5JC 3 j Л 
у^С^е^'^С^е'''— х + -

/ 

4 . — хе 
3 Ъ\ 5 

Для определения постоянных интегрирования воспользу
емся начальными условиями. Находя производную 

4 . 
У = Ci^'' -SCje ~5х 3 4 , е 

5 3 хе 

и значения у и у' при х = О, получим систему 

25 
3 

1 2 5 ' 



ОБЫКНОВЕННЫЕ ПИФФЕРЕНиИАПЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 105 

откуда Ci = - , Q = — . 
' 2 ' 50 

Следовательно, частное решение исходного уравнения 
будет 

у = - г + — е — х + — — х е . 
2 50 51̂  5 j 3 

11.2. Найти общее решение уравнений: 
а) / ' - 2 y - f l 0 j ^ = 2sin3x + 5cosx; б) у'-Ъу = ^т2х\ 
в) y+J^^cosx ; г ) / ' - j ; = sinx-e~''; д) y - 7 y + 6 > ^ = e''sinx; 
е) y ^ - 2 y = xcosx. 

Решение, а) Найдем общее решение соответствующего од
нородного уравнения У ~ ly' +1 Oĵ  = 0. Его характеристическое 
уравнение / :^-2/ : + 10 = 0 имеет корни k^j-\±Zi. Так как 
а = 1, а j8 = 3, то общее решение имеет вид 

I/ = е"" (Cj cos Зх + С2 sin Зх). 

Правая часть неоднородного уравнения представляет три
гонометрический многочлен с разными аргументами у триго
нометрических функций, поэтому частное решение ищем в 
полной форме двух тригонометрических многочленов 

у^ =^cos3x + 5sin3x + CcosxH-Dsinx. 
Находим производные 

j^i '=-3^ sin Зх + 35 cos Зх - С sin X + Z) cos X, 
у['= -9 А cos Зх - 9В sin Зх - С cos х - Z) sin х. 

Подставляем У]^У\:>У\ в исходное уравнение и приравни
ваем неопределенные коэффициенты у одинаковых тригономет
рических функций 

- 9А cos Зх - 9В sin Зх - С cos x-Dsmx-\-6A sin Зх -
- 6 5 cos Зх + 2С sin X ~ 2D cos х +10^4 cos Зх +105 sin Зх + 

+1 ОС cos X +10D sin X = 2 sin Зх + 5 cos х; 
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cos3x 0 = -9А-вВ + \0А, 

sin3x 2 = - 9 5 + 6.4 +ЮС, 

cosx 5 = - C - 2 Z ) + 10C, 
sinx 0 = -£) + 2C + 10£). 

12 2 9 
Из решения системы имеем А = —, Л = — , С = —, 

37 37 17 
2 

D- . Обш;ее решение неоднородного уравнения примет вид 
2 1 

y^e"" (С, cos Зх + С^ sin Зх) +—(6 cos Зх + sin Зх) + — (9 cos х - 2 sin х). 
б) Найдем общее решение однородного уравнения 

у'-Ъу = 0. Характеристическое уравнение /:̂  - 3 = О имеет ко^-
ни А:| 2 = ±л/3. Общее решение будет и = С^е "̂̂  + С^е' "̂̂ . 

Несмотря на то, что правая часть неоднородного уравне
ния одна тригонометрическая функция, частное решение ищем 
в полной форме тригонометрического многочлена 

у^=А cos 2хЛ-В sin 2х. 
Находим производные 

у[ = -1А sin 2х + 2В cos 2х, у['= -А А cos 2х - 45 sin 2х. 
Подставляем у^ и у\' в исходное уравнение, тогда 

-А А cos 2х - АВ sin 2х - ЪА cos 2х - ЪВ sin 2х = sin 2х. 
Приравниваем коэффициенты у одинаковых тригономет

рических функций 
cos2x -4А-ЗА = 0, 
sin2x - 4 5 - 3 5 = 1. 

Отсюда У4 = 0, 5 = — и общее решение неоднородного 
уравнения примет вид 

у = С,е^^ + Q^-^^ - - s i n 2 х . 
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в) Найдем общее решение соответствующего однородно
го уравнения у'л-у = 0. Корни характеристического уравне
ния А:̂  +1 = О чисто мнимые и имеют вид А:, 2 = ±/, т. е. а = О, 
j8 = 1. Общее решение однородного уравнения будет 

W = Cj cosjcH-C2sinjc. 
Поскольку правая часть неоднородного уравнения задана 

в виде тригонометрической функции и числа л = О, 6 = 1 совпа
дают с корнями характеристического уравнения, то частное ре
шение неоднородного уравнения, которое ищем в полной форме 
тригонометрического многочлена, следует умножить на х, т. е. 
у^ = Ахсо^хЛ- Вхътх. 

Находим производную 

у{=^ —2 А sin х-Ах cos х + 2В cos х-Вх sin х. 
Подставим у^, у[' в исходное уравнение 

—2 А sin Х + 2В cos х - cos х и приравняем коэффициенты при 
одинаковых тригонометрических функциях, тогда получим, что 

^ = О, В-—, Отсюда решение неоднородного линейного урав
нения будет 

у = С^ cosx + C2sinx +—xsinx. 

г) Для соответствующего однородного уравнения у''-у = 0 
составим характеристическое уравнение к^ -\ = 0. Его корни 
А:, 2 = ±1. Общее решение однородного уравнения будет 

Поскольку правая часть исходного уравнения равна сум
ме тригонометрической и показательной функций, причем 
m = -1 совпадает с одним из корней характеристического урав
нения, то частное решение также запишем в виде суммы 

у^ =Acosx + Bsmx + Cxe~''. 
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Находя у' и подставляя все в исходное уравнение, полу
чим 

-^cosjc-5sinx-Cfe"'' -Се'"' +Схе~'' -Acosx-Bsmx-Cxe''' =sinx~e~''. 
Приравнивая неопределенные коэффициенты при одина

ковых тригонометрических и показательной функциях, нахо
дим, что А = 0, В = — , С = —. Таким образом, частное 

решение примет вид 7i =—[хе~'' - s inx j . 

Следовательно, общее решение исходного уравнения будет 

y = Qe'' + С^е'"" + — (^хе'"" - sin х). 

д) Для соответствующего однородного уравнения 
у'-1у л-ву^О составим характеристическое /:^-7А: + 6 = 0. 
Корни характеристического уравнения равны к^ =1, А:2 = 6. Об
щее решение однородного уравнения будет и = С^е"" + Cje^"". 

В соответствии с видом правой части частное решение ис
ходного уравнения будет 3̂1 =е'' (^Acosx + Bsinx). Находя про
изводные у[, у' и подставляя их в заданное уравнение, получим 
e''(^cosx + 5sinx) + ̂ ' '(-^sinx + 5cosx) + e' '(-^sinx + jBcosx) + 

л-е^ (-У4 COS JC - В sin Х) - Те"" ( V4 COS Х + 5 sin Х - У4 sin Х + 5 cos х) + 

Ч-бг"" (^ cos X + 5 sin х) = е^ sin х. 
Сокращая на е"" и приравнивая неопределенные коэффи

циенты при одинаковых тригонометрических функциях, нахо-

л ^ п 1 ДИМ, что л = — , л = . 
26 26 

Частное решение примет вид 

у^ =—^' ' (Scosx-sinx) . 
26 

Следовательно, общее решение исходного уравнения будет 
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1 
26^ ^ 

е) Для соответствующего однородного уравнения 
у' -2у = О составим характеристическое уравнение к^ -2к = 0. 
Его корни к^=0, к2=2. Общее решение однородного уравне
ния будет w = Cj + С2е^\ 

Правая часть неоднородного уравнения суть произведение 
двучлена на тригонометрическую функцию, поэтому частное 
решение представим в виде 7i ={Ax-{-B)cosx + (Cx-hD)sinx. 

Находя производные у{, у' и подставляя их в исходное 
уравнение, будем иметь 

-А sin л: - У4 sin х - (>4х + 5) cos х + С cos х-\-С cos jc - (Сх + /))sin jc -

-2 (У4 COS X - (yix + 5) sin X + С sin Х + (СХ + D) cos x) = x cos x. 
Приравниваем коэффициенты 

sinx - - ^ - ^ - i ) + 2 5 - 2 C = 0, 
cosx - 5 + C + C - 2 ^ ~ 2 D = 0, 
xsinx - C + 2^ = 0, 
xcosx -A-2C-\. 

Из решения этой системы находим, что А- — , В--
2 2 

С = -± , /) =—. 
5 25 

Таким образом, частное решение будет 

25 

Ух 
и 14 ^ 

х + — 
5 V 

COSX-
1 л 

Х - - sin X. 
/ 

Отсюда общее решение неоднородного уравнения 

у = С,+С,е''- X 
5 

|sm X. 
14^ 2 

ХН COSX 

11.3. Решить уравнения: а) у^^ + 5 ^ + 4 j = 3sinx; 
Q)y"-v2y"+y' = 2e-'\ у{0) = 2, / ( 0 ) = 1, / ' (0 ) = 1. 
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Решение, а) Для соответствующего однородного уравне
ния у^^ ^-5у' + Ау = 0 составляем характеристическое уравне
ние А:̂  4- 5к^ +4 = 0. Находим его корни А:,̂  = ±/, к^,^ = ±2/. 
Следовательно, общее решение однородного уравнения будет 

W = Cj cos X + С2 sin X + С3 cos 2x + C^ sin 2x. 

Поскольку число a±bi совпадает с корнями характери
стического уравнения к^^, то частное решение примет вид 
j j = ^ c o s x + jBxsinx. Находя производные у[^, у' и подстав
ляя их в исходное уравнение, будем иметь 4^sinx + ^ x c o s x -
- АВ cos X + 5х sin X + 5 ( -2^ sin X - ^х cos х + 25 cos х - 5х sin х) + 
+ 4(y4xcosx + jBxsinx) = 3sinx. Приводя подобные члены и 
сравнивая коэффициенты у одинаковых тригонометрических 

функций, находим, что А = — , 5 = 0. Таким образом, част

ное решение неоднородного уравнения будет у^ = —xcosx . 
Окончательно, общее решение неоднородного уравнения 

примет вид 

у = С^ cos X + С2 sin X + С3 cos 2х + С^ sin 2 х — х cos х. 

б) Для соответствующего однородного уравнения 
У + 2 У + У = 0 составляем характеристическое уравнение 
к^ + 2к^ + А: = 0. Находим его корни к^=0, Агз з = -1 • Учитывая 
кратность корней А:2з, общее решение однородного уравнения 
запишем в виде w = Q + (С2 + Сзх)^""". 

Частное решение неоднородного уравнения по виду пра-
вой части будет у^= Ае . Находя производные У1,У\-,У1 и под
ставляя их в исходное уравнение, будем иметь 

- 8 ^ ^ - ' " +8^^"'" -2Ае-^' = 2е-^\ 
Отсюда неопределенный коэффициент равен А = -1 и ча

стное решение будет у^ = -е'^"". 
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Таким образом, общее решение неоднородного уравнения 
примет вид 

;; = C,+(Q+C3Jc)e-"-e- ' \ 

Для определения постоянных интегрирования воспользу
емся начальными условиями. Находим сначала производные 

/ = С,е-' - ( Q + Сзх)е-' + 2^"'", 

Подставляя в эти уравнения у, у' и /' при х = О, получим 
систему 

' С, + С2 = 3, 
-Сз + С з = - 1 , 

решая которую, получим Q =6, С2 = - 3 , С^ - -4 . 
Следовательно, частное решение неоднородного уравне

ния примет вид 
>̂  = 6 - (3 + 4jc)e-"-e- ' \ 

11.4. Найти общие решения уравнений: 

а) у'Л-2у -\-у = хе'''cosx\ б) у''-3у'+2у = \ ; 
I в"" +1 I 

в) у'' + 4у'+4у = е^"" Inх\ г) >^'''+4j;' = sin^ jccosx. 
Решение, a) Находим общее решение соответствующего од

нородного уравнения. Поскольку корни характеристического 
уравнения равны к^^ = - 1 , то общее решение имеет вид 

и = {С,-^хС^)е\ 
Для нахождения частного решения воспользуемся фор

мулой (3) Ух -е~''\\\хе~'' zo^xe'dx\dx-e~''\\\xz^ 

= e'"" \ (jc sin X + cos x)dx^ e'"" (2 sin x - jc cos x). 
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Таким образом, у = {С^ +xC2 + 2smx~xcosx)e'''. 
б) Характеристическое уравнение, соответствующего од

нородного уравнения, имеет корни А:, = 2, 2̂ = ^ • Тогда общее 
решение однородного уравнения будет и = С,е̂ * + Cje'. 

Частное решение находим по формуле (3) 

Ух 
V 

е^+1 
= е^" \е-' \\ -^— е-Чх Ых = -е"" \——dx = 

J N К.^ -I. 1 Г J ^' 4- 1 

dx 
7+Т = е" + е' 

• dx 
7ТТ dt 

t{t--X) 

Таким образом, у = С,е^" + Qe" + е̂ " (х - In (е^ +1)). 
в) Характеристическое уравнение, соответствующего од

нородного уравнения, имеет кратные корни к^2~ ~2. Общее 
решение однородного уравнения будет w = (Cj -^xCj )^~ ""• 

Частное решение находим по формуле (3) 

у = е-^'иг"'^ Inxe^4xdx = г"'̂  j\Inxdx = в"'̂  j{x\nx-x)dx = 

:e-'^\^lnx' 3x 2 Л 

у 

Таким образом, у = С +хС+—Injc 
^ ' 2 4 

2 Л 
-2х 

г) Характеристическое уравнение, соответствующего од
нородного уравнения, имеет корни к^ =0, к2= 2/, к^ = -2i. 

Общее решение однородного уравнения будет 

u = Q+C2 со82х+Сз sin2x 
Частное решение находим по формуле (4) 
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Тригонометрические функции по формулам (6) выражаем 
через показательные 

8 

-k\'-\' ,-4ir 

~5i 

- \ \ ' 
lix 

Ъ1х h 

е е 
3/ / 

^-ix \ 

щ: = 

-5а Л 

f ^3«: 
е е 

+ 

5 3 
За 

\dx = 

V 

е е 
15/ 15/ ^ ~bi 

Пользуясь формулами (5), выразим результат через триго-
л. 1 . , 1 . 

нометрические функции у, = — sm Зх +—sm х. 
' 60 12 

Таким образом, 1 
y = Q +С2С082х + Сз8т2х + — sin3x + — sinx. 

60 12 
11.5. Решить методом вариации произвольных постоянных 

уравнения: а) у'' -2/ л- у = 
х ' + 1 б)/Ч>; = 1 

COS^ X 
^) у "^У =secjd:gx. 

Решение, а) Для соответствующего однородного уравне
ния у'-2у^-у- О составляем характеристическое уравнение 
А:̂  - 2А: +1 = О, корни которого /:, 2 = 1 • Общее решение однород
ного уравнения будет w = (Q + С^х^е"". 

Пользуясь методом вариации произвольных постоянных, 
решение будем искать в виде у-С^ {^)^^ + Q {х^хе"", где Q (х), 
С^ {х) находятся из системы уравнений (9). Обозначая у^ =е'' 
и у2 =хе^, получим 
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C,V + C'(l + x ) e ^ = ^ ^ . 

откуда C :=>- -^ , C - - i ^ . 

Интегрируя последние выражения, находим 

Ci =—ln(x^+l ) + C,; C2=arctgx + C2. 

Подставляя в общее решение, окончательно будем иметь 

У = Cj +С2Х — 1п(х^ +l) + xarctgx е . 

б) Для соответствующего однородного уравнения 
у'-^у = о составляем характеристическое А:̂  +1 = О и находим 
его корни к = ±i. Общее решение однородного уравнения бу
дет 

W = С, cos X + С2 sin X. 
Пользуясь методом вариации произвольных постоянных, 

решение ищем в виде у = С^ (x)cosx + C2 (x)sinx. 
Обозначая у^ = cos х; у2 = sin х, из системы (9) будем иметь 

Cj'cosxH-C2sinx = 0, 
1 - Cj'sin X + С2 cos X = 3 ' cos X 

откуда €{ = —; C[ 5—. Интегрируя последние вы-
cos X 

ражения, находим С, = -

cos X 
— V - + C . ; C2=tgx + C2. 
2 cos X 

Подставляя С., Q в общее решение, будем иметь 
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У = {С^ -l)cosjc + C2sinx + 

или 

у^С^ cos X + С2 sin X + 

2cosx cosx 

1 
2cosjc 

в) Для соответствующего однородного уравнения 
У + У = О составляем характеристическое к^ +к = 0 и находим 
его корни к^ =0, к^^ =±i. Общее решение однородного урав
нения будет 

W = С, +С2С08Х + Сз8тХ. 
Пользуясь методом вариации произвольных постоянных, 

решение имеем в виде у~С^ (jc) + C2 (x)cosx + C3(x)sinx. 
Обозначая у^ =1; у^ =cosx; у^ =sinx, из системы (10) 

будем иметь 

С[ + С[ cos X + С3 sin jc = О, 
-€[ sin X + С3 cos jc = О, 

sinx -C2 cos X - C3 sin X = 
cos X 

8Ш X 
откуда C[ = sin X r—, C[ = -tgx, C' = -tg^x. Интегрируя 

cos X 
последние выражения, получим 

С, = + С,; С2 =ln|cosx| + C2; С3 =х-~^^х + Сз. 
cos X 

Подставляя Cj, С2 и С3 в решение, будем иметь 

у = hCj +cosxIn|cosx| + C2 cosx + (x-tgx)sinx + C3 sinx 
cosx 

или окончательно 
1 y = C^ +C2COsx + C3sinx + + cosxln|cosx| + (x-tgx)sinx. 

cosx 
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14.12. Дифференциальные уравнения Эйлера 
1°. Линейное уравнение с переменными коэффициентами 

вида 

(ах + б)"У") + а,(ах + 6)"- ' / ' -П. . . + а„_,(«х + 6)/+а„>; = / ( х ) , (1) 
где а,Ь,а^,.,.,а^^_^,а^ —постоянные, называется уравнением Эй
лера. 

Если для области ах + Ь>0 по формуле ах+Ь = е^ ввести 
новую независимую переменную t, то у'^=ае~^у'; 
3^x.=^^ {yu-yth Уххх^^е (;^,,-Зз;, ,+2;;^ит.д.иуравне. 
ние Эйлера преобразуется в линейное уравнение с постоянны
ми коэффициентами. 

2°. Уравнение вида 

х"У"^+а,х"-У"''^+... + а„_,х/+а„>; = / ( х ) , (2) 

есть частный случай уравнения Эйлера (1). 
Решение уравнения (2) ищем с помощью подстановки 

y'Zc =^~ '̂ {Уш''~^Уи'^^У') и т. д. и уравнение (2) преобразуется 
в линейное с постоянными коэффициентами. Если х < О, то ис
пользуют подстановку х = -^'. 

3^. Решение однородного уравнения Эйлера 

jcV"^+fl ,x"V^+. . . + «„-iV + ̂ „.y = 0 (3) 

при X > о можно найти в виде у = х', где г — постоянное число. 
Для нахождения г подставляем у,у\,..,у^''^ в уравнение (3) и ре
шаем полученное характеристическое уравнение относительно г. 

Если г — действительный корень характеристического 
уравнения кратности /с, то ему соответствует к линейно незави
симых решений 

3̂1 = ^ ' ' 72 =^'1^^^' у,=х''{\пх)\..., y,=x'{\nxf~\ 
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Если корни комплексные г = a±Pi кратности к, то им со
ответствует к пар линейно независимых решений 

x'^cos(j31njc), jc"lnxcos(j31nx), ... , x"(lnx) cos(j8lnx), 

x"sin(j3lnx), x"lnxsin(j81nx), ... , x"(lnx) sin(j3lnx). 

12.1. Решить уравнения: a) x^y'+xy-\-y=0; 6) j^y^'+xy-y^O, 

в) х У Ч З х / + >̂  = - ; г ) (х + 1 ) ' / ' - 3 (х + 1 ) / + 4з; = (х + 1)'. 
X 

Решение, а) Уравнение однородное, полагаем у = х\ То
гда У = гх'̂ ~* и У = г(г-1)х'^~^. Подставляя у,у\у'' в заданное 
уравнение, получим характеристическое уравнение 
r ( r - l ) + r + l = 0 или г^+1 = 0. Корни мнимые rj2=±/. Следо
вательно, общее решение будет у = С^ cos In х + С2 sin In х. 

б) Полагая у = х'', находим характеристическое уравнение 
r ( r - l ) ( r - 2 ) + r - l = 0 или (г-1) =0. Корни действительные 
и кратные кратности к = 3. Следовательно, общее решение бу
дет y^xfCj+С21пх + Сз In^xj. 

в) Полагая х = е\ получим х^е'^'{у''-у') + 3хе~'у' +у = -
или у'^-\-1у\л-у=^е~\ т. е. линейное уравнение с постоянными 
коэффициентами. 

Общее решение однородного уравнения имеет вид 

Частное решение неоднородного уравнения ищем в виде 
y^-At^e'^ Находим производные у1 = A\2te~^-t^e'^j, 
У1'= А(2е~^ -4te~^ ^t^e'^y Подставляя yi,y{,/i' в неоднородное 
уравнение, будем иметь 

А [2е-' - Ate-' + t^e'' + Ate-' - It^e-' + t^e'') = e'S 

откуда У4 = —. Таким образом, j ; = (Ci+/С2)е"'+—/^в"^ 
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Переходя к переменной х, будем иметь 
/ 1 Л 

У-
1 С +С. 1пх + —In X 

. 2 

1 

г) Полагая х + \ = е\ находим линейное уравнение с посто
янными коэффициентами 

/,i-/,-3/^-\-4y = e'' или /'-4у+4у = е''. 
Характеристическое уравнение, соответствующего одно

родного уравнения, имеет кратные корни к^2 - 2 . Следователь
но, общее решение будет w = (Cj + /С2) е^^. 

Частное решение неоднородного уравнения представим в 
виде у,=Ае^', Тогда 9Ае^' -ПАе^' +4Ае^' =е^\ откуда А = 1. 

Общее решение неоднородного уравнения будет 

Переходя к переменной х, окончательно получим 

y = {q+C^\n{x + \)){x + \f +{х + \)\ 

14.13. Задачи! приводящие 
к дифференциальным уравнениям 

Рассмотрим некоторые приемы составления дифференци
альных уравнений. 

1°. При составлении дифференциальных уравнений в гео
метрических задачах обычно используется геометрический 
смысл производной как тангенса угла, образованного касатель
ной к кривой с положительным направлением оси Ох. Уста
навливая соотношение между х, у и у\ приходим к 
дифференциальному уравнению У = f{x,y). 

2°. Задача об ортогональных траекториях. Ортогональной 
траекторией семейства кривых Ф (х, jv, л) = О называется кривая. 
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К ^ 
пересекающая все кривые этого семейства под углом а = —. Для 
отыскания ортогональной траектории составляют дифферен
циальное уравнение семейства f{x,y,y) = 0, исключают пара
метр а из полученного и данного уравнений и заменяют в 

полученном уравнении У на (условие ортогональности). 

Затем уравнение / х,у,—; =0 следует проинтегрировать. 
„ „ I у) 
Если семейство кривых задано в полярных координатах 

Ф(р,ф,а) = О, то при отыскании ортогональных траекторий в 
дифференциальном уравнении семейства f{p,p\(p) = 0 следу-

2 

ет р' заменить на -£— и полученное уравнение 
/ р, - - ^ , ^ = О проинтегрировать. 

V Р ) 
3°. Если исследуемый процесс у = f[x) протекает так, что 

его скорость относительно независимой переменной х пропор
циональна текущему значению самого процесса у, то он может 
быть описан уравнением 

dy . 
-— = ку, откуда у = Се . 
ах 

Если коэффициент пропорциональности /: > О, то с возрас
танием X процесс у нарастает. Например, процесс увеличения 
давления при погружении тела в воде, размножения бактерий, 
увеличение вклада в банке и т. д. 

Если /: < О, то с возрастанием х процесс у убывает. Напри
мер, процесс радиоактивного распада, убывания атмосферно
го давления с увеличением высоты, разрядки конденсатора через 
сопротивление и ряд других. 

4°. Основным законом динамики точки является второй за
кон Ньютона, который в проекциях на неподвижные оси коор
динат имеет вид 
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—т'-Х, т—7-=^5 ^—; 
dr dv dr 

d^x d'^y d^z 
m-— = X, m—^=Y, m—Y = Z, (1) 

d'x dy d'z 
где m — масса точки; — j - , —r^? "TY — проекции ускорения 

dt dt dt 
на оси координат; X,Y,Z — проекции силы на те же оси. 

Силы сопротивления среды принимают часто пропорцио
нальными скорости, то есть первой производной. Упругие и ква
зиупругие силы пропорциональны положению движущейся 
точки, то есть ее соответствующей координате. Поскольку си
лы сопротивления и упругие силы направлены в сторону, про
тивоположную движению, в уравнения движения они входят 
со знаком минус. Полагая силы действующие на точку завися
щими от времени, запишем основное уравнение динамики в про
екции, например, на ось х 

d^x ^ dx 
т-

где /3 — коэффициент пропорциональности скорости движения; 
с — коэффициент жесткости. 

Уравнение движения (2) представляет линейное неоднород
ное дифференциальное уравнение второго порядка с постоян
ными коэффициентами. Если Х(^) = 0, то есть на точку не 
действуют внешние силы, то точка находится под действием 
сил, связанных со средой. 

5°. Дифференциальное уравнение изогнутой оси балки. За
висимость между радиусом кривизны изогнутой оси балки 
р(х) , изгибающим моментом М{х) и жесткостью балки EI 
имеет вид 

1 ^М{х) 
pix)" EI ' (3) 

Подставляя в формулу (3) значение радиуса кривизны и 
пренебрегая квадратом угла поворота сечения балки —, при-

dx 
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ближенное дифференциальное уравнение изогнутой оси балки 
примет вид 

Е1^ = М(х). (4) 

6°. Рассмотрим составление дифференциальных уравнений, 
описывающих изменение токов и напряжений в электрических 
цепях в зависимости от времени. Для этого воспользуемся за
коном Ома и правилами Кирхгофа. 

Закон Ома. Падение напряжения f/на индуктивности L, ем
кости С и активном сопротивлении R выражается формулами 

или 

=-lu,dt, 
dt R 

где / — сила тока; t — время; L, С, R — коэффициенты индук
тивности, емкости, активного сопротивления. 

Правила Кирхгофа. 1. Алгебраическая сумма токов в точке 
разветвления цепи равна нулю. 

2. Алгебраическая сумма произведений токов на сопротив
ления (включая и внутреннее) равна алгебраической сумме эдс, 
действующих в замкнутом контуре. Токи и эдс, совпадающие с 
произвольно выбранным направлением обхода контура, счи
таются положительными. 

13.1. Найти уравнения кривых, если известно, что любая 
касательная, проведенная к кривой, отсекает на оси Ох отре
зок, длина которого равна половине абсциссы точки касания. 

Решение. Сделаем чертеж (рис. 14.2). Пусть y = f{x) — 
уравнение кривой, а М (х, jv) —точка касания. Касательная MN 
наклонена под углом а к оси Ох. MP — перпендикуляр к оси 
Ох. Тогда из прямоугольного треугольника MNP имеем 
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MP 
' NP' 

X%a=-:;-;^. Поскольку MP-у, a NP=—, то t g a = — . Из геомет

рического смысла производной у = tg а; таким образом у = f-b 

Рис. 14.2 

Разделим переменные и проинтегрируем уравнение 
dy _ Idx ^ 

~ 5 1п|;к| = 21п|х| + 1п|С|, откуда у = Сх^, Общее реше-
ние в данном случае представляет семейство парабол. 

13.2. Найти уравнение кривой, проходящей через точку (1,3) 
и обладающей тем свойством, что отрезок, отсекаемый на оси 
ординат любой касательной, равен абсциссе точки касания. 

Решение. Сделаем чертеж (рис. 14.3 ). 

в 

у' 

N 

0 

/ 1 
/ 1 
' 1 

А X 

Рис. 14.3 

Пусть y-f{x) —уравнение кривой, а М[^х,у) —точка 
касания. По условию отрезок ON, отсекаемый касательной на 
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ОСИ ординат, равен ОА - х, т. е. абсциссе точки касания. Из 

треугольника OBN сясдует, что = tg а или tg а = . Из 
ОВ ОБ 

л ^., МА у ^ 
треугольника АВМ имеем tg а = = — - — . Откуда 

2 ЛВ X - ОВ 
X V X 

= — - — ; ОВ = . Из геометрического смысла произ-
ОВ х-ОВ х + у 

X V 

водной имеем у' = ; у' = 1. Уравнение однородное, де-
ОВ X 

dx , I 
лаем замену y = xt\ y=t + xt\ тогда dt = —; ^ = ln х +С. 

х 
Общее решение имеет вид j^ = x(ln|x| + C). Кривая проходит 
через точку М с координатами (1, 3). Подставляя координаты 
этой точки в общее решение, находим 3 = 1 +С; С -2. Таким 
образом, уравнение искомой кривой примет вид j^ = х (in |х| + 2). 

13.3. Найти линию, для которой сумма нормали и поднор
мали пропорциональна абсциссе. 

Решение. Учитывая, что tg а = у\ длина нормали равна 
J^vl + y^L а длина поднормали \у у\- Таким образом, иско

мая линия удовлетворяет уравнению 

yyjl + /^ -{-у/^кх или 2fccy/ = A : V - / . 
Это однородное уравнение. Используя подстановку у = xz, 

dz y' = z + xz\ будем иметь 2kxz — = к^ -z^ -'2kz' или, разделяя 
dx 

zdz dx 
переменные, —z г— = . 

/ : ' - z ' ( l + 2A:) 2kx 
Интегрируя последнее выражение и переходя к старым пе-

x'yt'~(l + 2 ^ ) / ременным, получим х' 
•={хсуИ, 

После несложных упрощений уравнение искомой линии 

примет вид у^ = Сх ^ +-х'к' 
1 + 2к 
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13.4. Найти ортогональные траектории семейства: а) ок
ружностей {х-а) л-[у-Ь) =R^; б) логарифмических спира
лей р = ае'^. 

Решение, а) Дифференциальное уравнение семейства ок
ружностей будет 2[х-а)-\-2[у-Ь)/ = 0 или х-а+{у-Ь)у =0, 

Заменяя у на , получим х-а = 1у-'0)— или = . 
У у у—Ь х—а 

Интегрируя последнее уравнение, получим 
ln|>'-fe| = ln|x--a| + ln|C|, y-b = C{x-a), т. е. ортогональны
ми траекториями будут прямые. 

б) Найдем дифференциальное уравнение семейства 
логарифмических спиралей р' = ае^. Исключая параметр а, бу-

2 '^ 
/ г̂  / Р Р 

дем иметь р = р. Заменяя р на —̂ —-, получим -^-—~р или 
Р Р 

р' = -р. Откуда — = ~р или ln|p| = -(jp + lnC, р = Се~'^. 
13.5. Тело падает с высоты h при начальной скорости 

щ = 0. Найти зависимость между скоростью и пройденным 
путем, если сила сопротивления воздуха пропорциональна 
квадрату скорости. 

Решение. На тело при падении действуют две силы: сила 
веса Р и сила сопротивления -pv^. Пользуясь вторым законом 
Ньютона (масса, умноженная на ускорение, равна сумме при
ложенных сил), можем записать 

т — = P-pv , 
dt ^ 

^ dv dvdy dv Р Р dv ^ 2 Поскольку — = — = —V и т = —, то v = P-pv 
dt dy dt dy g S dy 

или V—=:g{\-kv^\^ где k = —. 
dy ^ ^ P 
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Разделяем переменные и интегрируем - = gdy^ 
l-kv 

-—ln|l-A:t; ' | = gv + C. 
2^ I I ^ 

В начале движения VQ=0, y = 0. Подставляя начальные 
условия в общее решение, находим, что С = 0. Отсюда, зависи
мость скорости V от пройденного пути имеет вид 

\n\l--kv'\ = -2kgy или v = J-{l-e-''^), 

13.6. Скорость распада радиоактивного вещества пропор
циональна его количеству в данный момент времени. Опреде
лить количество цинка к концу 200 суток, если период 
полураспада Т = 300 суток, а в начале исследования имелось 
NQ=S гр. цинка. 

Решение. Поскольку скорость процесса есть первая произ
водная от количества вещества N по времени, то по условию 

dN _ ^^ 
задачи —- - кМ, Интегрируя это уравнение, получим N = Се . at 
ПриГ = 0, Л̂о = 8. Отсюда 8 = Се ' 'или С = 8 и 7V = 8e''. 

Период полураспада t = Г это то время, за которое распадает-
1 

ся половина начального количества вещества, т. е. 4 = ^е"^, ~ 

Отсюда коэффициент пропорциональности к = = . 

Таким образом, количество вещества через 200 суток бу-

дет 7V = 8e з̂ « = 4 ^ гр. 
13.7. За сколько времени тело, нагретое до 100°, в комнате 

с температурой Т^ = 20° охладится до 25°, если до 60° оно охла
дится за 10 мин.? 

Решение. По закону Ньютона скорость охлаждения про-

порциональна разности температур — = к(Т-Т^), Откуда 
dt 

-'^г - = е'\ 
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dT 
kdt; In Г - 2 0 = ^ + lnC. 

Г - 2 0 
При г = О, Г = 100°, таким образом In 80 = InC; С = 80. За 

время ; = 10 мин. температура стала Т = 60°, следовательно, 

In 40 = 10 :̂ + In 80; А; = —!-ln 2. Таким образом, Г - 20 = 80е*' 
10 

/ 1 \7п 
и л и Г - 2 0 + 80е >« - 2 0 + 80 1 \о 

— I . Отсюда находим время, за 
V - / ^ . .4 nv пт (\^ 

которое тело охладится до 25 : 25 = 20 + 80 
/ = 40, т. е. тело охладится за 40 мин. V̂  чЪ 

13.8. В коническую воронку высотой Н и углом при вер
шине конуса 2а налита вода. Найти зависимость между пе
ременной высотой уровня воды h в воронке и временем 
истечения t, если площадь отверстия s см^. Определить пол
ное время истечения. 

Решение. Воспользуемся формулой Бернулли, определяю
щей скорость V истечения жидкости из отверстия в резервуаре, 
находящегося на К м ниже свободной поверхности жидкости 

v = (j.j2gh, 
где g = 9,81 м/с^ — ускорение силы тяжести; (У — постоянный 
коэффициент, зависящий от свойств жидкости (для воды 
ст-0,6). 

Объем воды, вьггекший через отверстие площадью s за di пос
ле начала истечения, равен объему цилиндра высотой vdt, т. е. 

dV = svdt = sCyJlghdt, 

С другой стороны, учитывая, что радиус основания уровня 
воды в воронке равен htg а, объем воды за время dt уменьшил
ся на величину dv--nh^tg^a—K[h-\dh\) tg^a-Ktg^ah^\dh\, 
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Поскольку уровень воды при истечении понижается, то dh < 0. 
Приравнивая выражения для этих объемов, получим 

-ntgahdh = s(jJ2ghdt или dt = j==-dn. 
sa^lg 

iKtg^OC -
Интегрируя, имеем t = C j= h ̂ . 

5s(J^2g 

При t = 0, h = H; тогда С = -^Щ^Н~\ 

Следовательно, зависимость между временем истечения и 
переменной высотой уровня примет вид 

2 Kig^a Л^. Г S 5 Л 

t = H^-h^ 
) 5 SGyllgl 

Полное время истечения Т найдем, полагая в последней 
формуле Л = О, т. е. 

^ ^ 2 Ktg^a ^\ 

Замечание. Решение задачи выполнено при условии, что 
размер выпускного отверстия мал в сравнении с остальными 
размерами воронки. 

13.9. Определить время, необходимое для установления 
одинакового уровня жидкости в сообщающихся сосудах, если 
в начальный момент уровень жидкости в первом сосуде нахо
дился на высоте h^ от отверстия, а во втором — на высоте /̂ 2 
{h^>h^. Площадь горизонтального сечения первого сосуда рав
на 5р второго — 5*2, а площадь отверстия — s. 

Решение. Количество жидкости, теряемое первым сосудом, 
равно количеству жидкости, получаемому вторым сосудом, 
т. е. - 5j Jzj = 5'2<iz2, где rfzj, dz^ — изменение уровней жидкости 
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через время dt. За время dt через отверстие пройдет объем жид

кости asJ2g(^z^-z^)dt, где сг —постоянный коэффициент. 

Так как объемы равны, то отсюда -S^dz^ =(js^2g(^z^ ""^2)^^ 

dz, (ysJ^g , или — = J = = —-^^—^dt, 
yjz,-z^ S, 

s -^ s 
Полагая z^-Z2= u, получим dz^ -dz^ =du = — -dz^ или 

, S.du _ ^ Sjdu (ysJlg , 
dz, =— . Таким образом, ^ =r = —^^—^dt. 

Интегрируя, получим 

С 

При r = 0 и u = h^-h^, откуда C = ^-^^ 
S,-hS, 

Полагая w = 0, находим искомое время Т 

Т = 
{S,+S,)(Js4g 

13.10. Установить зависимость между давлением атмосфе
ры Р и высотой над уровнем моря z, если давление атмосферы 
на уровне моря (при z = 0) равно Р^. 

Решение. Обозначим через р плотность воздуха, а через 
PQ ПЛОТНОСТЬ воздуха над уровнем моря. Согласно уравнению 
Клапейрона имеем 

Р Р 

Р Ро 
где R — газовая постоянная, Т—абсолютная температура. 

Считаем, что температура есть линейная функция от вы
соты Г = Гд -I1Z, где II — постоянный коэффициент. Тогда 
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Учитывая, что изменение давления по высоте пропорцио
нально проекции силы тяжести, отнесенной к единице массы, 
будем иметь 

dP dP Pg 
—r^-gP илм — = 
dz 

dz R{TQ-/lzy 
Разделяя переменные и интегрируя, получим 

dP gdz , , а 
Р R{T,-^lz) I I Rii 1-^1 + lnC. 

По условию задачи при z = О, Р = PQ, откуда С = Р^. Таким 
образом, искомая зависимость примет вид 

Р = Р ^z \̂ м 

J 
13.11. Найти зависимость количества растворившегося ве

щества X от времени, если количество вещества, дающее насы
щенный раствор, равно Р. 

Решение. Пусть скорость растворения твердого тела в жид
кости пропорциональна количеству этого вещества, еще могу
щего раствориться в жидкости до насыщения последней. Тогда 
дифференциальное уравнение растворения твердого тела име
ет вид 

dx 
dt = k{P-x), 

где к — коэффициент пропорциональности. 
Разделяя переменные и интегрируя, будем иметь 

dx 
Р-х 

= kdt; х = Р+Се-''. 
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При ^ = О, т. е. в начальный момент времени х = 0. Отсюда 
С = - Р , и окончательно получим 

13.12. Найти форму зеркала, собирающего все параллель
ные лучи в одну точку. 

Решение. Вероятно, зеркало имеет форму поверхности вра
щения с осью, параллельной падающим лучам. Примем ось Ох 
за ось вращения и рассмотрим уравнение кривой у = f{x) в 
плоскости Оху (рис. 14.4). 

Рис. 14,4 

Пусть отраженные лучи собираются в точке начала коор
динат. Обозначим: NM — падающий луч, МО — отражен
ный луч, ТК — касательная к кривой в произвольной точке 
М{х,у). 

Так как угол падения равен углу отражения, то 
ZNMT == Z.KMO, С другой стороны ZMKO = ZNMT, следова
тельно, ZKMO = ZMKO. Таким образом, АКМО равнобедрен
ный с вершиной в точке О и |АГ0| = | 0 М | , OM=yJx^+y^. 
Обозначая за а угол между касательной и положительным на
правлением оси Ох, будем иметь КО = - ^ - х , где tg а = у\ 

у 
Отсюда 
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- ^ - x = J x 4 / или (х-^л1х^+уЛу=у. 
у ^ ' 

То есть задача свелась к однородному дифференциально
му уравнению. Используя подстановку x = zy, х' = z + yz', где 
за X принята неизвестная функция, а за д' — аргумент, будем 
иметь 

zy + ̂ / z V + / =y{z + yz'); yfu7 = yz'. 
Разделяем переменные и интегрируем 

dy _ dz 
У л/l + z' 

У У 
у = С 

ln|j | = lnz + Vl + z^| + lnC; y = c{z + ̂ \ + zA\ 

= c(x + yfx^+y^ 

После упрощения уравнение кривой примет вид 

/ = 2 С С 
— + JC 
2 

т. е. кривая является параболой, а зеркало имеет вид параболо
ида вращения. 

13.13. Найти силу тока в катушке в момент /, если ее со
противление R, коэффициент самоиндукции L, а электродви
жущая сила (эдс) меняется по закону Е = Е^ sincot. Начальная 
сила тока /Q = 0. 

Решение. Согласно второму закону Кирхгофа (сумма эдс, 
действующих в замкнутом контуре, и падений напряжений на 
его участках, взятых с обратными знаками, равна нулю): 

di Ui^+Uj^= Е, где U^=L — — падение напряжения на индуктив-
dt 

ности L, Uj^ = Ri — падение напряжения на активном сопротив-
di лении R, Отсюда L —h 7?/ = ^^ sin cot — линейное неоднородное 
dt 

уравнение. 
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тт di , , 
Делая подстановку i=uv, — = uv + vu, получим 

dt 
Luv+u[Lv+Rv) = EQsm(ot. (*) Приравниваем скобку нулю 
dv R dv R , "7' T-r 
— = V, — = dt, v = e ^ . Подставляя это частное pe-
dt L V L 

шение в уравнение (*), будем иметь 
~i du Er. . Er. г jt . . 

e ^ — = —^smo)t или u=—^\e^ smcotdt. 
dt L L ^ 

Интегрируя дважды по частям, получим 
Е -^ 

и=-т—т^—-(Rsincot-Leo COS cot) е^ +C. 
Общее решение исходного уравнения будет 

Е --^ 
i = —-—^—-(Rsmcot-Lcocoscot) + Ce ^ , 

Подставляя сюда начальные условия: /̂  = О при t = О, на-
EQLCO 

LW+R' 
разом, искомое частное решение имеет вид 
ходим постоянную интегрирования С = ^ ^ ^. Таким об-

,=---А_ 
/ 

L'(o'+R' 

( ^ \ \ 
R sin cot-LQ) 

V 

— t 
coscot-e ^ 

V J 
13.14. Тело массы m падает вертикально с некоторой вы

соты при начальной скорости v^ = 0. Найти закон движения, 
если сопротивление воздуха пропорционально квадрату ско
рости падения тела. 

Решение. При падении на тело действуют силы веса 
р = mg, направленные в сторону движения тела, и силы со
противления воздуха F = -kv^, направленные в сторону, 
противоположную движению тела, к — коэффициент пропор
циональности. 
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На основании второго закона Ньютона mw = P-kv диф
ференциальное уравнение движения примет вид 

mx = mg-kx или т — = mg-kv , 
dt 

dx d^x dv 
где — = v — скорость, —j- = — — ускорение тела, a x — 

dt dt dt 
пройденный путь. 

Разделим переменные 

dv к , dv 
• = —at или ^ _ ^ 2 m 2 2 

a -V m 
= Ldt (a^=^ 

И проинтегрируем 

i-m 
2a 

a-\-v 
a-v 

= —^ + C. 
m 

Используя начальные условия VQ=0 при t = О, получим, 
2ак a-\-v 

что С, = 0. Тогда = е 
a-v 

2ак 

v = a-
-I 

ак ак —/ ( h. М, 
2ак -а- ак ак — t / = а — е 

е"^ +1 е"" л-е 
• = athMt. 

т 

^ dx dx . jkg ^ 
Заменяя у на —, получим — = athj-^-t. Откуда 

dt dt \ т 

x = a\thj-^tdt = al—1псЛ,-^/ + С =—lnchJ-^t + C,, 
I л/ \i 1 Л/ ^ 1 W ^ т 

при ^ = О, X = О, откуда С^^ = 0. Таким образом, искомый 
закон движения тела будет 

x = — lnchj-^t. 
к \ т 
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13.15. Катер движется со скоростью 18 км/ч. Через 5 мин 
после выключения мотора его скорость уменьшилась до 6 км/ч. 
Найти расстояние, пройденное катером по инерции за 15 мин^ 
если сопротивление воды пропорционально скорости движе
ния катера. 

Решение. Пусть т — масса катера, s — путь, пройденный 
катером за время г. Тогда дифференциальное уравнение движе
ния будет 

d^s , ds dv J 
m—-z- = -k— или m-— = -kv, 

dt^ dt dt 
где к — коэффициент пропорциональности. 

Разделяя переменные, получим 
dv к ^ , 1 1 к ^ 
— = dt\ In Ь = / + С,. 
V т т 

При t = 0,v =18 км/ч = 300 м/мин, откуда Q = In 300. к При t = 5, V = 6 км/ч =^ 100 At4/w«, откуда 1п100 = -5—+1пЗОО; 

— = -1пЗ. 
т 5 , 

t 
Таким образом, 1п|у| =—1пЗ + 1пЗОО; о = 300-3^ 

Полагая v = —, будем иметь 
dt 

— = 300-3"^ или s = 300\3"4t = -^^3''+C.. 
dt J 1пЗ 

Используя начальные условия ^ = О при t = О, получим, что 
1500 ^ ISOO'' '"^ С = . Тогда, 5 = 
1пЗ 1пЗ 

равно 

1-3 5 

Расстояние, пройденное катером по инерции за г = 15 мин, 

1500 
1пЗ 

l - lUl310^. . 
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13.16. Снаряд массы т выброшен из ствола орудия со ско
ростью UQ ПОД углом а к горизонту. Пренебрегая сопротивле
нием воздуха, найти траекторию снаряда, время полета. 

Решение. Расположим оси координат, как показано на 
рис. 14.5. 

Рис. 14.5 

На снаряд действует только сила тяжести Р = mg, проек
ции которой на оси координат равны: Р^ = 0; Р = -mg; Р^ = 0. 

Подставляя эти величины в уравнения (1) и сокращая на 
т , получим 

d'x 
dt' 

или, учитывая, что 

d^x dv. 

= 0; d'z 
df- -g; = 0 

d^y dv^ 
dt dt dt^ dt^ 

будем иметь 

f4 
dt 

= 0: 
dv,. 

dt' 

d'z _ dv^ 
~di^ 

dv 

dt 

dt ̂=-g; dt 
- = 0. 

Интегрируя эти уравнения, получим 

f . = C , ; -gt + C,; v^=C,. 
Начальные условия в задаче имеют вид: при / = О 

v^ = VQ COS а; v^ = v^ sin a; v,= 0. 
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Удовлетворяя начальным условиям, получим 

Q = VQ COS а; С2 = VQ sin a; C3 = 0. 
dx dy dz 

Заменяя проекции скоростей v^, v .и^яз, —, —•> —•> по

лучим 
dx dy . dz ^ 
dt ' dt ^ ' dt 

x = VQtcosa; y = —— + VQtsma; z = 0. 

Интегрируя эту систему уравнений, получим 

x = VQtcosa + C^; y = -^—+VQtsma + C^; z = C^ 

Удовлетворяя начальным условиям: XQ= у^= ZQ=0 при t = О, 
находим, что С^=С^=С^= 0. Отсюда уравнения движения при
мут вид 

2 
Исключая из уравнений движения время, находим уравне

ние траектории снаряда 

y = xtga-- ^^ ^ . 
2 VQ COS а 

Нетрудно заметить, что уравнение траектории есть пара
бола. Находя точки пересечения параболы с осью х, т. е. пола
гая у = 0, находим дальность полета 

Un sin 2а 
х=^— . 

g 
Для определения высоты Я траектории (вершины парабо

лы) находим производную 
dy ^ g^ 
dx VQ COS a 

и приравниваем ее нулю, тогда 
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х = 
vl sin 2а 

2g 
Подставляя это значение х в уравнение траектории, на

ходим 

2g 
Этот же результат можно получить, зная дальность поле

та и учитывая симметрию траектории параболы. 
Подставляя дальность полета в первое уравнение движе

ния, находим, что время полета равно 

2v^ 
g 

sma. 

13.17. К концу недеформированной пружины подвешен 
груз массы т . Найти закон движения груза, если статическое 
удлинение пружины 5 = 0,5 см. 

Решение. Выберем начало координат в положении равно
весия груза и направим ось Ох по вертикали вниз (рис. 14.6). В 
положении равновесия сила веса груза Р уравновешивается си
лой упругости— с8, т. е. Р = с6, где с — коэффициент жестко
сти пружины. 
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Во время движения на тело действует сила веса Р = mg и 
сила упругости — с{хЛ-8) (так как пружина растягивается на 
величину хЛ-5). В этом случае дифференциальное уравнение 
движения имеет вид 

т—j- = -c(jc + 5) + mg-. 
dt 

Учитывая, что Р = с5, и деля на т , получим 

d^x с •' ^ (\ 
—;- = X или х +—х = 0. 
dt т т 

Общее решение дифференциального уравнения свободных 
гармонических колебаний (2) имеет вид 

f \— л 

Согласно решению груз совершает незатухающие колеба-

ния с постоянной амплитудой А и частотой со = J—. 
V т 

Найдем частное решение. Когда груз не был подвешен, при 
t = О, точка подвеса груза находилась в положении XQ = - 0,5, а 
начальная скорость была v^ = 0. Из первого начального усло
вия имеем - 0,5 = У4 sin ̂  . (*) 

Найдем скорость х = Асо cos (^сох + ср) и воспользуемся вто
рым начальным условием О = Асо cos ср. Так как АФО, СОФ О, 

то имеем coscp = О, откуда ср = —. Подставляя ф = — в (*), по
лучим А = - 0,5. Частное решение имеет вид 

X = -0,5 sin ̂  п 
Q)t + ~ \=-0,5coscot. 

2 
13.18. К пружине с коэффициентом жесткости с = 8,4 г/см, 

подвешен груз весом Р = 49 г. Найти закон движения груза, если 
на груз действует сила F (/) = 2sin 13^ 
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Решение. Поскольку сопротивление среды не учитывает
ся, то уравнение движения (2) имеет вид 

х +—jc = F ( / ) . 
т 

^ с eg 8,4981 ^^^ 
Так как — = -^- = = 169, то уравнение примет вид 

m Р 49 
Jc + 169jc = 2sinl3/. 

Характеристическое уравнение соответствующего одно
родного уравнения имеет корни /:, 2 =±13/, поэтому общее ре
шение однородного уравнения будет w = CiSinl3/ + C2COsl3/ 
или в другой форме записи х^ А^т{\Ъ(-\-(р). 

Поскольку числа а = О, Ь-\Ъ совпадают с корнями харак
теристического уравнения, то частное решение неоднородного 
уравнения следует умножить на г, т. е. 

X, =y4^sinl3/H-5/cosl3/. 
Находим производные 

jCj =ylsinl3/ + 13.4^cosl3/ + 5cosl3/-13J?rsinl3r; 

i* = 26.4 cos 13/-169^4/sin 13/-265 sin 13/-1695/cos 13/. 

Подставляя Xj, i j , Xj в исходное уравнение и приравнивая 
коэффициенты при одинаковых тригонометрических функци
ях в левой и правой части равенства, находим: A-Q,B = . 

Общее решение неоднородного уравнения имеет вид 

х = С sinl3/ + C cosl3/ cosl3/. 
' ' 13 

Найдем частное решение. В положении равновесия сила 
веса груза Р уравновешиваются силой упругости — с5. По
скольку начало координат расположено в положении равнове
сия груза и направлено вертикально вниз, то статическое 
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Р 49 
удлинение пружины 8 = = = -5 ,8 , т. е. при г = О XQ = 

с 8,4 
= - 5,8 и JCQ = 0. Согласно начальным условиям: - 5,8 = С2, 

О = 13Ci . Откуда частное решение 1 . . . Г . . ^ ^ х = s inl3r-
169 

5,8 + -
13 

|cosl3^ 

Если положить = А^ cos(р \̂ 5,8 + — = 4̂̂  sin(р^, то час-
169 13 

тное решение примет вид 

jc = 4jSin(l3^-(Po), 

(Po=arctg(l3(75,4 + ^)). 

С возростанием времени / амплитуда колебаний А^ нео
граниченно возрастает. Этот случай, когда частота внешней 
силы совпадает с частотой собственных колебаний системы, на
зывается резонансом. 

13.19. Груз веса Р = 49 г, подвешенный к концу пружины, 
движется в жидкости. Сила сопротивления движению пропор
циональна скорости R - Pv. Найти уравнение движения гру
за, если коэффициент жесткости пружины с = 5 г/см; 
j8 = 0,8 г • см/сек и при t = 0 груз был смещен из положения ста
тического равновесия вниз на 1 см, и ему была сообш;ена на
чальная скорость VQ =4 СМ/С. 

Решение. Ось Ох направим по вертикали вниз. Положе
ние статического равновесия примем за начало отсчета (рис. 
14.7). На груз действуют силы: Р — вес груза, направленный по 
вертикали вниз; F = - с (5^^ +х) — упругая сила пружины, на
правленная по вертикали вверх; R = -fix — сила сопротивле
ния, направленная противоположно скорости v^x. 
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/////,/// z' 

R^ /^± 
1 ^ ^А 

,р 

х\ 

Рис. 14.7 

Дифференциальное уравнение движения груза (2) в данном 
случае примет вид 

mx = P-c(S^^+x)-px (*) 
Так как Р = с5^^, то уравнение (*) будет 

В с тх + [5х + сх = 0 или х +—хл-—х = 0. 
т т 

В с Запишем характеристическое уравнение А:̂  + —А: + — = 0, 
, т т 

откуда ^12=~т^±> 2т 2т 
с Р . Поскольку т=—, 
т g 

то 

^ , ,=-8±л/б4-100=~8±6/ . 
Решение дифференциального уравнения имеет вид 

х = Ае~^^ sm[6t-\-(p) или х = е"^'(С, sin6/ + C2COs6/). 

Движение груза является затухаюидим, так как 

lim^e"^'sin(6r + ̂ ) = 0. 

Амплитудой колебаний является коэффициент, стоящий пе
ред синусом, т. е. Ае~^^. Круговая частота со = 6. 
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Найдем частное решение, удовлетворяющее начальным ус
ловиям: при Г = О, XQ == О, io = 4 м/с. Прежде всего находим 
производную 

x = -8^e"^'sin(6/ + ̂ ) + 6^^"^'cos(6^ + ̂ ) . 

Используя начальные условия, получим систему уравнений 

{1 = У4 sin (р\ 
4 = -8 Л sin (рл-вА cos <р, 

откуда ctg ф = 2, (п •= arcctg 2, ^ = -; = л/̂  + ̂ ^8V = >/5 • 
sm^ 

Частное решение, удовлетворяющее начальным условиям, 
имеет вид 

X = л/Зе" '̂ sin (6^ + фо). 
13.20. Балка длины /, защемленная одним концом, нагру

жена на другом конце силой Р. Найти наибольшее значение про
гиба и угла поворота. 

Решение. Расположим начало координат в точке заделки 
А. Ось у направим вверх, а ось х — вправо (рис. 14.8). 

Рис. 14.8 

Изгибающий момент в произвольном сечении на расстоя
нии X от начала координат равен М{х) = -P^l-x). Тогда диф
ференциальное уравнение (4) примет вид 

£ / / = ~p(/- . jc) . 
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Интегрируя это уравнение два раза, будем иметь 

Е1/ = -Р 
Г 
1х- X 

~2 

2 Л 
+ Ci, EIy = -P Ix" J \ X + C1X+C2. 

Для определения постоянных интегрирования Cj и С2 вос

пользуемся граничными условиями: у = О и — = 0 = 0 при х = 0. 
dx 

Подставляя эти значения в предыдущие выражения, получим, 
что С^=С2 0. 

Таким образом, угол поворота и прогиб будет 

dx 2EI h) у-
Plx^ 
6EI 

3--
/ 

Наибольшие значения угла поворота и прогиба будут в точке В 
Р1^ Р1' 

Os=- Ув 2EI' ' " 3EI 
Знак минус в выражении для вд означает, что сечение по

вернулось по часовой стрелке, а знак минус у прогиба у^ озна
чает, что прогиб направлен вниз. 

13.21. Дифференциальное уравнение изгиба круглой плас
тинки имеет вид 

dr 
ld_ 
г dr dr ) 

qr 
2D^ 

где D — цилиндрическая жесткость, q — интенсивность нагруз
ки в функции г. Найти решение, если q равномерно распределе
на по всей поверхности пластинки радиуса а и пластинка 
защемлена по контуру. 

Решение. Дифференциальное уравнение изгиба третьего 
порядка, причем правая часть в общем случае является функци
ей г. Считаем, что нагрузка равномерно распределена, т. е. ^ — 
const. Таким образом, уравнение позволяет непосредственное 
интегрирование по г. После первого интегрирования находим 
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1 d ( dw\ qr^ ^ 
rdr\ dr } AD ' 

где С, — постоянная интегрирования. 
Умножая обе части уравнения на г и интегрируя, получим 

dw qr* C^r 
+ - -+С 

или 
dr 16D 2 

dw qr^ CiK С — + - 1 ^ + ^ 
dr 16Z) 2 r 

Интегрируя еще раз, будем иметь 

^ = .^!L.+^+CAn\r\ + Q 64D 4 2 1 1 3 

(1) 

(2) 

Поскольку пластинка защемлена по контуру, то наклон 
dw ^ изогнутой поверхности в радиальном направлении — = О при 
dr 

г = О и г = а. Из выражения (1) имеем 

16D 2 г 
= 0; 

яг' , С,г ^ Q 
'г=0 

16D 
= 0. 

Из первого равенства Cj = 0. Подставив Cj во второе, по-

лучим С, =--—. 
' SD 

На краю пластинки при г = а, w = 0. Поэтому из выраже
ния (2) имеем 

4 4 4 

qa qa ^ ^ ^ qa 
^ ^ -+Сз=0 или Сз=-64£> 32Z) ' ' вАВ 

Подставив постоянные интегрирования в (2), получим 
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и . - » v-ri 64D 
13.22. Найти общее решение дифференциального уравне

ния изгиба балки — полоски, выделенной из цилиндрической 
оболочки радиуса г 

„ +2т—— + п w = — 
dx^ dx^ D 

где Im=^; n̂  = -^—; p — внешнее равномерное давление; pr 2 Eh 
-—• n =. 
2Z)' r^D 

h — толщина оболочки; E^ji — упругие постоянные; D — ци
линдрическая жесткость. 

Решение. Общий интеграл состоит из общего интеграла, 
соответствующего однородного уравнения 

—T- + 2m—т"^^ w = 0, 
dx dx' 

и частного решения. 
Соответствующее однородному уравнению характеристи

ческое уравнение имеет вид 

к'-\-2тк^+п"=0, 
а все четыре корня являются комплексными и определяются 
выражением 

k = ±yj-m±yjni^-r^ =a + ip, 

где а = /-(A2-m); p = J-{n-\-m); п^>т^. 

Общий интеграл однородного уравнения имеет вид 
WQ = CjCh ах cos рх + C2sh ах cos рх + 

+ СзсЬ ах sin Рх + C4sh ах sin Рх. 
Частное решение исходного уравнения запишем в виде 
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W^ 1 - ^ 
V J 

Тогда общий интеграл будет 
W = WQ + W^ = C^chax cos j8x + C2shax cos JSJC + 

i-^ + C^chax sin px + C4shajc sin px + —^ 
Dn 

13.23. Конденсатор С разряжается на цепь, состоящую из 
последовательно включенных индуктивности L и активного со
противления R (рис. 14.9). 

1 CZD-
\ 

R 

и. 

Рис. 14.9 

di UQ 
' Найти силу тока / в контуре, если при Г = 0; /Q = 0; — = —'-. 
Решение. Согласно второму правилу Кирхгофа имеем 

L—+Ri-—\idt = 0. 
dt CJ 

Дифференцируя по t, получим 

^ d'i „ di i -
L—т+/?—+ —= 0. 

dt^ dt С 
Составляем характеристическое уравнение 

Lk'+Rk + — = (i 
С 

R IR^ 1 
и находим его корни: к^^- \/—Г • 
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Очевидно, что общее решение уравнения зависит от соот
ношения параметров i?, L, С. 

1. Пусть — >0. Так как А— < — , то оба 
41 ' CL V4L' CL 1L 

корня характеристического уравнения отрицательны. Если обо-
D D 2 1 

значить— = а; — = В^, то t=-a+ В: к^=-а-В и 

общее решение имеет вид 

Используя начальные условия задачи, находим, что Cj = - С ,̂ 

dt 

откуда L-,- ;f-. 

Частное решение имеет вид 
С/, 

2j8Z.V у-

/v 1 -̂  
2. Пусть — = 0, тогда корни характеристического 

уравнения равны между собой А:, -к^ = - а и решение имеет вид 

Используя начальные условия имеем: 

Частное решение имеет вид 
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3. Пусть —у <0, тогда корни характеристического 

уравнения мнимые к^^ =-oc±coi, где ^ = д/ ^-
Общее решение имеет вид 

/ = е ""' (С, cos шг + С2 sin cot) 

или 

где Ае~^^ — амплитуда тока; со — круговая частота; ср — на
чальная фаза. 

Найдем частное решение. Из первого начального условия 
имеем 0 = А sincp. Поскольку Ач^О, то sinср = 0. Откуда ср = 0, 

Находим производную — = --аАе~^^ sinQ)t + 0)Ae~"^ cos cot и ис-
dt 

пользуем второе начальное условие —^ = а>А, тогда А=——, 
L Leo 

Следовательно, частное решение имеет вид 

i^—^e'^^'sincot. 
Leo 

Поскольку lim—^ = 0, то амплитуда колебаний 
'-^-^ Lcoe"' 

^— убывают с течением времени и в контуре возникают за-
Lcoe""' 
тухающие колебания. 

14.14. Интегрирование дифференциальных 
уравнений с помощью рядов 
1°. в ряде случаев решение дифференциальных уравнений 

не всегда удается выразить в элементарных функциях. Однако 
интегралы некоторых дифференциальных уравнений могут 
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быть представлены в виде степенных рядов. Обычно решение 
таких уравнений ищут в виде ряда 

У = ^^п{^-^^У и™ j ; = Xa,x" , (1) 

где а^ —неопределенные коэффициенты находятся подстанов
кой решения у и, соответствующих, производных у\у\... в 
уравнение и приравниванием коэффициентов при одинаковых 
степенях разности [X-XQ) ИЛИ переменнойх в обеих частях по
лученного равенства. 

2°. Если требуется найти частный интеграл, т. е. для урав
нения У = /(^, jv) решить задачу Коши при начальных усло
виях Уо—у{х^)-, то решение ищется в виде ряда 

>̂  = Х ^ — Т ^ ( ^ - ^ о ) или y = J,^—^^\ (2) 

где У^=у{хо), У (л:о) = / ( X Q , j^o), а дальнейшие производные 
у' (XQ ), У (^0)' • • • находятся последовательным дифференциро
ванием исходного уравнения и заменой в них х на XQ. 

Аналогично при помощи степенных рядов решаются урав
нения высших порядков. Следует заметить, что при интегриро
вании уравнений посредством степенных рядов необходимо 
следить за сходимостью полученных рядов. 

3°. Приближенное интегрирование уравнений методом 
Бубнова-Галёркина. В общем случае приближенное решение 
ищем в виде ряда 

п 

y = Ya^i(Pl^^\ (3) 
1=1 

где с. - неопределенные коэффициенты, подлежащие опреде
лению, фДх) - некоторые, наперед заданные функции, удовлет
воряющие граничным условиям. 
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Для того, чтобы функция (3) являлась точным решением 
дифференциального уравнения, необходимо, чтобы уравнение 
тождественно удолвлетворялось при подстановке в него реше
ния, а это требование равносильно требованию ортогонально
сти по п функциям системы (рДх) (/ = 1,2,..., ri) 

ь 
JX(x,>^)(p.(x)dx = 0, (4) 
а 

где Х(х,>^)- дифференциальный оператор уравнения. 
Неопределенные коэффициенты с. находятся из решения 

системы (4). 
14.1. Проинтегрировать уравнение у' + 2у = х. 
Решение. Будем решение искать в виде степенного ряда 

у = а^ + а^х-^а2Х^ -{-... +а^х" и-... 
Отсюда у' = а^+2а2Х-\-,.. + па^х"~^ +... Подставляя j^ и / в 

исходное уравнение, получим 

1̂ +2а2Х-\-... + па^х'^~^ +... + 2faQ л-а^х-^-а^х^ +...+ а^х" +...W jc. 

Приравниваем коэффициенты при одинаковых степе
нях X 

х" 
х' 
х' 
х' 

а, + 2ао = 0, 
2^2 + 2a^ = 1, 
Зйз + 2а2 = 0, 
4а, + 2а,=0, 

Из решения этой системы получим 

1 ^ 2 
а, =-2ao,a2=-+2flo' «3=—г — + 2^0 , а. = 

2 " ' 2 3 ,Г'-'}-
Подставляя в решение неопределенные коэффициенты, вы

раженные через UQ будем иметь 
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^ 0 0 ^ 3 43 543 
\ 2 1 2 3 122 4 1222 5 

+ —Х X + X X +...= 
2 23 234 2345 |.ИГ.,(2х)-^|.НГ(2хГ 

Неопределенный коэффициент а^ играет роль произволь
ной постоянной интегрирования. Пользуясь признаком Далам-
бера, нетрудно доказать, что полученные ряды сходятся на всей 
числовой оси. 

14.2. Найти решение уравнения у-^ху^ =2cosx, взяв пять 
первых членов разложения, если у - 1 при х = 0. 

Решение. Из заданного уравнения и начальных условий 
;и(0) = 1 находим, что У(0) = 2. 

Продифференцируем уравнение 
/ ' = - 2 s i n x - / - 2 x > y ' , у'' = -2cosx-2yy'-2[уу'Л-х[у^-^уу'')), 
у^'^=2,тх-^А(У'^уу'У2(У'л-уУу2х{2уУ'л-у^^^ 

Полагая х = О и j^ (О) = 1, У (О) = 2, находим частные зна
чения производных У (0)=-1 , У ( 0 ) = -10, у (0) = -18. 

Подставляя частные значения производных в разложение 
(2), будем иметь 

v = l + 2x X — X +... 
2 3 4 

14.3. Проинтегрировать уравнение у'-ху +у = х, если 
У = 0, / = О при X = 0. 

Решение. Ищем решение в виде ряда (2) у = V ^^х" . 

Из уравнения и начальных условий имеем у (О) = О, У (О) = О, 
у' = хл-ху'-у, у'\0) = 0. 
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Дифференцируя заданное уравнение, находим 
л / ' ' _ 1 I ^ / ' (4) // , /// (5) о ''' . (4) 

(6) 1 (4) , (5) (7) л (5) , (6) 

Полагая х = О, >̂  (0) = О, У (О) = О, у\^) = О, будем иметь 
/ ' ( 0 ) = 1, / ^ ( 0 ) = 0, / Ч 0 ) = 2, / Ч 0 ) = 0' / Ч 0 ) = 2-4,... 

Искомое решение примет вид 

Ijc ' 1-2JC' 1-2-4Д:' 1 -2 -4-6Х ' 
у = + + + + ...= 

3! 5! 7! 9! 
1 3 2 - 1 5 4 - Ь 2 7 8 - 1 - 2 - 3 9 

= —JC + X + X + X +...= 
3! 5! 7! 9! 

ti' (2« + 1)! 
// у' 1 

14.4. Найти решение уравнения У ? взяв первые 
шесть членов разложения, если у = I, у' = 0 при х = 1. 

Решение. Ищем решение в виде ряда У - 2^ ;— У^'^Ч • 

Из уравнения и начальных условий имеем, что ^^^(l) = - 1 . 
Дифференцируя уравнение, получим 

/// // -1 -2 /2 , -2 
У =уу -у у +х , 

(4) /// -1 о '̂  -2 / , '-» -3 /3 '̂  -3 у^>=уу -Зу у у +2у у -2Х , 

(5) (4) -1 /// -2 / , / ^ -3 /2 -> " - 2 \ ' , 
/ ^ = / >у -у у у +[2у у -Зуу ) у + 

+ {2у-'у"-3/'у-')у"+6х-'. 

Найдем значения этих производных в точке л: = 1 

/'(1)=о, /ЧО—2, /40=1-
Таким образом, искомое решение примет вид 
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2! 4!^ ^ 5! 
14.5. Дифференциальное уравнение траектории для само

наводящегося снаряда в полярной системе координат имеет 
вид 

е ^ dr^' 
У da J + г = sin'^o: 

где к = -^Н, v^ — скорость снаряда, v^ — скорость цели, Н — 
ч 

постоянная высота цели, г — модуль радиус-вектора центра тяже
сти снаряда (точка М), а —полярный угол вектора г (рис. 14.10). 

Рис. 14.10 

Найти решение, удовлетворяющее начальному условию 

Решение. В данном случае имеем дифференциальное урав
нение первого порядка второй степени. Требуется найти зави
симость г от а . Представим г {ос) в виде ряда Тейлора 

'Ы ' • " ( « о ) , г = г{а,)+^^{а-а,)+-^{а-а,) +... 

Теперь задача состоит в том, чтобы найти г(ао) , г'{ао), 
г"(«о), г"'{а^) и т. д. Из начального условия имеем г {а^) = 0. 
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Заданное уравнение справедливо для любого момента време-

ни, в частности, в начале движения имеем 1/Л -{-г^ = 
sin^ «о 

откуда г^ =-7-^—. Знак плюс берется здесь из чисто физичес-
sin а^ 

ких соображений. 
Чтобы найти Гд' продифференцируем заданное уравнение, 

рассматривая / как неявную функцию от а, тогда 

г г -\~гг —cosa. 
sin а 

к Учитывая начальные условия г̂  = О и /^ = — - — , полу-
2к , ^̂ ^ ^' 

ЧИМ Г^= — COS «о =-2roCtg «о-
sm «о 

Чтобы найти г^' продифференцируем уравнение еще раз 
/ /,ч2 / / / / , / /\2 , // 0 / 2 5c tg^a4- l (г ) л-г г 4-(г) -\-гг =2к — ^ . 
^ ^ ^ ^ sinX 

Учитывая начальные условия, имеем 

продолжая процесс дифференцирования и используя на
чальные условия, можно получить любое число коэффициен
тов разложения. Таким образом, решение примет вид ^{сс) = 

к \ 7 1 / \ Ч 

Можно построить траекторию снаряда для различных уг
лов старта «о и для различных отношений скоростей vjv^, 

14.6. Найти решение уравнения Бесселя 

хУЧхуЧ(х'-А2')>; = 0 (1) 

в окрестности особой точки jc = 0. 
Решение. Поскольку решение ищется в окрестности осо-

sin^ а^ 
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бой точки л: = о, то представим его в виде обобщенного степен
ного ряда 

У^Ъ""^^'^' {%Щ (2) 
А:=0 

Подставляя (2) в (1), будем иметь 

Х(Я + ̂ )(Я + ̂ ^-1)а,х'"ЧХ(Я + ^ ) а , х ' ^ Ч Х ^ У ' ' -
к к к 

к 
ИЛИ 

к 
Приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях 

переменной х 

X 

х' 

о |(Я^-«^)ао =0; Я^-«^=0; Я,=и; Х2=-п, 

{{X + lf-n')a,=0, 

(3) 

Будем искать решение для корня Я, = п. При Я = « равен
ство (3) примет вид 

((п + 1)^-п^)а, =0; (2п + 1)а,=0; а,=0, т.к. /j>0, 
(4) 

Таким образом, 

' (n + kf-n' к{2п + кУ 
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Так как а^ = О, то «ĵ +i - О при всех к. Для четных число
вых коэффициентов имеем 

Выразим а2^ через а̂  (/с = 1, 2,...) 

«о 
2^1-(п + 1)' 

«2 
Ял = ' 2'-2-(и + 2) 2''-1-2(и + 1)(и + 2) ' 

«6 ^ 2'-3-(п + 3) 2*-3!(и + 1)(м + 2)(п + 3) ' 
(5) 

«2t = ( - ! ) * ТоГ 
«о 

2'*А:!-(м + 1)(и + 2)...(и + А:) 
Подставляя коэффициенты (5) в выражение (2), получим 

2* 

^'"^ h, ^ 2^'^!(« + l)(n + 2)...(« + yt)" (̂ ) 
Пользуясь признаком Даламбера, нетрудно показать, что 

ряд (6) сходится при любом значении х, следовательно, коэф
фициент а^ может быть выбран произвольно. Полагаем 

1 

где Г(а) = J х'' ^е ""dx (<з > 0) — гамма-функция, обладающая 
о 

свойством Т{аЛ-\) = аТ[а), 
Подставляя (7) в (6), первое частное решение будет иметь 

вид 
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S А:!Г(А2 + А: + 1 ) \^2 

\я+2;г 

(8) 

где ljj[n) — функция Бесселя первого рода п-то порядка. 
Найдем теперь второе частное решение, соответствующее 

Я̂  = —п. Из выражений (4) имеем 

({-n + \f-n^y,=0; (-2^ + 1)^1-0, 

2к + 1 т. е. если п не равно половине нечетного числа — и не 

является числом целым п^к, то все коэффициенты л^ (5) 

^ 2 i t = — ^ 2 ; 
а •2к-2 

2^к{-п + к) 

могут быть выражены через произвольный коэффициент CQ 

с= '— 
" 2-"Г(-п + 1)' 

Таким образом, второе частное решение уравнения (1) при
мет вид 

У2=1-Л-)-1{-1Г 
/ \-п+2к 

X \ 

S к\Т{-п + к + 1)\ 

Отсюда общее решение уравнения Бесселя будет 

у = Cjl„ (х) + C2l_„ (х) (п — не целое число). 

Если в качестве второго частного решения взять функцию 
Бесселя второго рода п-то порядка 

П(") = 1 (-')'(§ 
Y+2A: 

t o k\{n + k)\ 

k+n 1 \ V к 1 к+п 1 

v ^ V — V ^ 
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^{п-к-\)\{ху 
к=0 ^! \ ) 

(С = 0,5772157... — постоянная Эйлера), то общее решение урав
нения Бесселя примет вид 

у = CjF̂  (х) + С27„ (х) (п — целое положительное число). 

Здесь следует заметить, что функция Yj[x) в особой точке 
X = 0 обращается в бесконечность. 

14.7. Найти решение уравнения Бесселя 

jc^y + jcy + fx^ - П ; ; = 0 

на отрезке [1,2] при граничных условиях j^(l) = 1, Ĵ (2) = 2. 
Решение. С целью упрощения выбора решения приведем 

при помощи подстановки у = z + х граничные условия к виду 
z(l) = z(2) = 0. Само уравнение в этом случае примет вид 

L(^f[x,zyj = xz'' + z' + z + jĉ  =0. 

Решение, удовлетворяющее новым граничным условиям, 
берем в виде 

z ,=C, (p ,=C, (x- l ) (2-x) . 

Воспользуемся теперь методом Бубнова-Галёркина 
Л 

2 
2 2 / 2 _ 1 

j z ( / ( j c , z ) ) = j -2QJC + ( 3 - 2 J C ) C , + ^ {x--l){2-x)C,+ x 
1 \ ^ 

{x-l){2-x)dx = 0. 
Интегрируя данное выражение и разрешая его относитель

но Ср находим, что С^ = 0,811. 
Приближенное решение уравнения Бесселя примет вид 

Zi=0,811(jc-l)(2-jc) или ;;j=0,811(jc-l)(2-jc) + jc. 
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Следует заметить, что сравнение точного решения уравне
ния Бесселя через функции Бесселя 

j;-3,6072/j(jc) +0,75195 Y,{x) 

с приближенным имеет расхождение в четвертом знаке, т. е. даже 
первое приближение дает достаточно точный результат. 

14.8. Найти общее решение уравнения Черненко 

d^u \ du и _ и^ ^ ^ 

при граничных условиях и = щ{Р^) при г = г^ и i/ = i/2(^) при 
г = Г2, где в данном случае и - радиальное перемещение, зави
сящее от внешнего fj и внутреннего Р^ давлений на оболочку. 

Решение. Нетрудно заметить, что это уравнение нелиней
ное. Воспользуемся методом последовательных приближений. 
Для этого представим уравнение в виде 

d и I du ^ _ 1 
dr^ г dr г^ 1г 

^ du и^^ 
(1) 

Правая часть уравнения есть не что иное, как уравнение 
Бесселя, решение которого 

UQ =€/ + €2/ Г 

примем за начальное приближение. Здесь СрСз- постоянные 
интегрирования при решении однородного уравнения находят
ся из граничных условий. 

Подставляя начальное приближение в правую часть урав
нения (1), приходим к неоднородному дифференциальному 
уравнению 

(*) Уравнение получено при исследовании бесконечной цилиндри
ческой оболочки по нелинейной теории упругости при использовании 
неогуковского потенциала. Если использовать закон Гука, то уравнение 
сводится к линейному уравнению Бесселя. 
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d}u \ du и ,. . 
—T+--r:--T-M^ (2) 

где /(г) = 
2г 

dr г dr г 

1 " С,(1 + С,) + %(2С,-Сз) + 4 
Г Г 

Общее решение сответствующего однородного уравнения 
запишем в виде 

щ = С^г + С Jr. (3) 

Чтобы последнее выражение было решением уравнения (2), 
надо определить С^ и С^ как функции от г. Для этого восполь
зуемся методом вариации произвольных постоянных 

с;г+с;/г=о, (4) 
с;-с:/г^=/(г). 

Решая систему (4) и интегрируя, получаем 

Сз=1с,(1 + С , ) 1 п г - ^ ( 2 С , - С , ) - : ^ + С„ (5) 

Q = | c , ( l + C , ) r - ^ ( 2 C , - C , ) l n r + ^ + C , 

Подставляя найденные функции (5) в (3), получаем первое 
приближение общего решения неоднородного уравнения (2). 
Постоянные интегрирования Q, С2 находим из граничных ус
ловий. 

Аналогично находится второе приближение и т. д. Таким 
образом, решение представляет ряд, число членов которого оп
ределяется требуемой точностью. 

14.9. Найти решение уравнения у^^ +у = Зх при граничных 
условиях у^у'^0 при х = I; у" = у'' = О при л: = 0. 

Решение. Чтобы удовлетворить граничным условиям пер
вое приближение выбираем в виде многочлена 
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Пользуясь методом Бубнова-Галёркина, будем иметь 

о 

Подставляя сюда JF̂  И интегрируя, находим, что Cj при / = 1 
равно 0,0324. Таким образом 

>;, = 0 , 0 3 2 4 ( X - 1 ) ' ( X 4 2 J C + 3). 

Второе приближение, удовлетворяющее граничным усло
виям, запишем в виде 

у^ = С^(р^+С,(р^ = C,̂ i ^ Q {x-lf (Зх^ 4-4/jc + 3/^). 

Для определения Cj и Cj составляем систему 

1{у2+У2-^х)(р,с(х = 0; 
О 
/ 
|(>'Г+3^2-Зх)(р2^х = 0, 
О 

которая в раскрытом виде будет 

j(24(C,+5C,(9x-/)) + Ci(jc-/)'(x'+2/jc + 3/') + 
о 

+C^{x-lf {Зх^ +4lx + 3l^)-3x){x-lf [х^ +2lx + 3l^)dx = 0; 
I 

j (24(C,+5Q(9x-/)) + C,(x-/)'(x'+2/jc + 3/') + 
о 

+С2(х-/) ' (ЗхЧ4/х + 3 / ' ) -Зх) (х - / ) ' (ЗхЧ4/х + 3/')^:х = 0. 

Интегрируя эту систему при / = 1, получим 
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r26,07Ci-33,36C2=0,72; 
|з1,05С,-25,74С2=1, 

откуда Cj = 0,0407; q = 0,0102. 
Окончательно будем иметь 

; ;2=0,0407(х-1) ' (хЧ2х + 3) + 0,0102(х-1) ' (ЗхЧ4х + 3). 

14.10. Найти упругую линию равномерно загруженной на
грузкой р балки-полоски единичной ширины, дифференци
альное уравнение изгиба которой имеет вид 

Dw -Tw =/?. 

Здесь D = Eh' , ,. цилиндрическая жесткость балки-полос-
1 2 ( l - v ' ) 

модуль упругости, V — коэффициент Пуассона, h — 
продольная сила, а — напряже-

ки, Е 
толщина полоски, Т = аЬ 
ние, действующее в срединной поверхности, считаемое поло
жительным при растяжении. 

Граничные условия: а) балка-полоска свободно оперта на 
жесткие опоры w = \v' = 0 при z = О и z = /; б) балка-полоска 
жестко заделана по концам w=\v=0 при z = О и z = /. 

Решение, а) Расположим начало координат на опоре 
(рис. 14. И). 

I М I М М М 
W 

77777. 

— Г 

Рис. 14.11 

Воспользуемся методом Бубнова-Галёркина. Представим 
искомую упругую линию в виде ряда 
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W- ^ Q s i n кК2 

~Г 
каждый член которого удовлетворяет граничным условиям. 

Подставляя решение в дифференциальное уравнение, по
лучим 

i = i 
г 

D +т (кпЛ 2 Л 

/ 

Csin — - Р = 0. 
/ 

\гТГ'7 

Умножая функцию L на sin и учитывая, что при ин

тегрировании по длине балки-полоски 
г . kizz . rniz , 
J sin sin dz-\) при кФп\ 

J sm dz = — при k = n. 

получим 

f ил: 
L sm — 

i I 

nnz , CJ D ^ ПК ^ 

y~ J 
+ T 

r . nTTZ 
-p\ sm az = 0. 

Поскольку J sin dz = ПК 

0 

(.2 = 1,3,5,...) 

(^ = 2,4,6,...), 

TO окончательно получим 

Q=-7 
4/7 

кк - i f -
V 

Гкж^'^' 

Здесь следует иметь в виду, что к-п. Таким образом упру
гая линия балки-полоски имеет вид 
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/:=1,3,5,. 

4/7 sin knz 

кк 
' ̂ ы^' 
D 

yl J 
+T 

J 
6) Решение, удовлетворяющее заданным граничным усло

виям, представим в виде ряда 

^ С Л IkKz ^ 
- ^ — ^ ' 1 -C0S w=X / 

Подставляя w в дифференциальное уравнение, получим 

^ к 

( 
D 

(1кк^ 
I 

+ Т (2кп\ 2 \ 

I ) 

Iknz 
С cos р = 0. 

Умножим функцию L на 1-cos и воспользуемся ме-
/ 
2ПК2 тодом Бубнова-Галёркина \ь\ l~cos — 

о V ^ 
\dz = 0. Учитывая, 

что 

J cos dz = 0; J cos— 
0 ^ 0 ^ 

;>J[i-cos-

2кЖ2 2nKz , cos———dz = 
I 

{кФп) 

{к = и), 

2rmz Л . 
\dz = pi. 

получим 

+ T 
2nn^ 2 \ 

C„-pl = 0. 

Поскольку n = k,TO имеем 
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Q = 
4р 

K T ^ I - 2кк \ 2 * 

Таким образом, упругая линия рассматриваемой балки-по
лоски имеет вид 

/ 

w=22-
1-C0S 

2k7cz 

d 2кк\ JlkK^ 2' 

V ^ / 

14.11. Найти решение уравнения равновесия свободно опер
той балки-полоски, выделенной из цилиндрической поверхно
сти радиуса R 

D d'^w d^w р а 
- + Р :г- + — = • h dy' dy' R h 

где h — толщина балки-полоски; p — сжимающее напряжение 
от нагрузки q, приложенной со стороны выпуклости. 

Решение. Поскольку балка-полоска свободно оперта, то 
w = w', - О при у-^^\у-Ъ, 

В качестве первого приближения выражение для проги
ба W, удовлетворяющее граничным условиям, примем в виде 

W = / sin пу 

Воспользуемся методом Бубнова - Галёркина 
ъ 
J 7 s i n ^ ^ ; = 0, 
л ^ 

где 

Y = D—- + hp 
d/ 

d'w \_ 
dy^ ^ R \-я-



166 Гпава 14 

Подставляя сюда значение прогиба w и интегрируя, полу
чим 

или 

Df^-phf^-^p--q = 0 

/ = • 

q-
ph 

к К 

4b' 

X 
,D-ph 

Таким образом, w • 

ph 
~R ку 

ж 
3 / 

Ab' 
D^^-pH ^ b 

14*15* Системы дифференциальных 
уравнений 
1°. Метод исключения. Рассмотрим нормальную систему 

дифференциальных уравнений 
dx^ 
It 

dt 

dx^ 
dt 

(1) 

здесь XpX2,...,x„ — неизвестные функции, t — независимая пе
ременная. 

Система уравнений (1) может быть сведена к одному 
дифференциальному уравнению п-то порядка с одной неизвес-
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ТНОЙ функцией. Для этого необходимо продифференцировать 
одно уравнение и с помощью другого исключить одну неизвес
тную функцию. Затем еще раз продифференцировать и исклю
чить другую неизвестную функцию и т. д. Таким образом, 
решение сводится, как правило, к интегрированию одного урав
нения А2-ГО порядка 

Остальные {п- \) неизвестные функции находятся из об
щего интеграла х. =х.(^,С,,С2,...,С„) этого уравнения путем 
дифференцирования и алгебраических действий. 

Для нахождения частного решения системы (1) (задача 
Коши) необходимо иметь п начальных условий Xi(/o) = ap 

Постоянные интегрирования Cj, С2,..., С̂^ находятся под
становкой начальных условий при 1 = 1^ъ общее решение сис
темы. 

2°. Метод интегрируемых комбинаций. Суть метода зак
лючается в такой комбинации уравнений системы, которая 
дает возможность получить легко интегрируемые уравнения. 

Линейные системы, содержащие дифференциальные урав
нения высших порядков, также можно посредством дифферен
цирования и комбинации уравнений свести к одному уравнению. 

Методом интегрируемых комбинаций решаются системы 
вида 

JjCj _ dx^ _ _ dx^ 

или 
^ . Хг Х„ 

dt ' dt ^ dt 
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Умножая на подходящие множители и складывая, иногда 
удается получить уравнение, содержащее только две перемен
ные jĉ , Xj, Интегрируя это уравнение, находим один из w - 1 
интегралов системы/(х., х.) = С. 

15.1. Решить систему уравнений: 
dx ^ ^ 

dt 
при ^ = О, X = 1, у-\. 

Решение. Продифференцируем по t первое уравнение 

d^x dx dy 
+ 3 — + - ^ = 0. 

dt dt dt 

Исключая с помощью второго уравнения — и у с помощью 
dt 

первого уравнения системы, получим 

d^x , dx 
. + 4— + 4х = 0. 

dt^ dt 
Таким образом, задача свелась к линейному однородному 

уравнению с постоянными коэффициентами второго порядка. 
Корни характеристического уравнения кратные к^ 2 ~ ~ 2. Сле
довательно, общее решение для х будет х = (Q + €4)^"^' - Под
ставляя X в первое уравнение, находим общее решение для 
y = -(C,+{t + \)C,)e-". 

Для определения произвольных постоянных воспользуем
ся начальными условиями. При / = О, х = 1 имеем Cj = 1. При 
/ = О, >» = 1 имеем 1 = -(1 + Сз), Сз = -2 . Следовательно, част
ное решение имеет вид 

\x = {\'-2t)e-^\ 
\y = {\^2t)e-'^. 
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15.2. Решить системы: 
dx 
It 
dy 

а) 

•У, 

• = z . 
dt 
dz 
— = x; 
dt 

6) 

dx 7 
= X' +Xy, r 

dt л 'x-^x + Ax-y = 0, 
± = ^ + у2. ^ \y + 4y + 4y-25x = l6e'. 
dt 

Решение, a) Дифференцируем no / первое уравнение 
d^x dy d^x 
—гт'^~г- Подставляя сюда второе, получим -—7- = z. Еще раз 
dr dt dt^ 

продифференцируем полученное уравнение по t: -—^ = —. Под-
d^x _ dz 
dt^ dt 

ставляя сюда третье уравнение, будем иметь: d'x 
dt' 

- х = 0. Та

ким образом, задача свелась к однородному линейному 
уравнению третьего порядка относительно х. Решение этого урав
нения имеет вид 

x = Qe^ -\-е 4ъ^ ̂  . S 
С cos—г н-с s in—/ 

' 2 ' 2 
Общее решение для у находим дифференцированием пер

вого уравнения 
/ 

у = С^е^ + е л/з . л/з ^ 7з S Л 
- С — s i n — ^ + С — c o s — t 

' 2 2 ' 2 2 V / 

1 Ч 
— е 

л/з ^ . л/з С cos—1 + С s i n — / 
2 2 

V J 

С,е'+е 2 i ( C 3 V 3 - C ) c o s ^ / ~ i ( c V 3 + C3) s in^^ 



170 Гпава 14 

Общее решение для z находим из второго уравнения сис
темы 

Z = Св' +6 i ( Q ^ / 3 - C з ) s i n ^ / - i ( C з V з + Q ) c o s ^ ? 

б) Воспользуемся методом интегрируемых комбинаций. 
Сложим первое и второе уравнения 

— ^-^• = х'+2хул-у- или -'^ — = {х + у) . 
dt dt dt 

d{x + y) ^ 1 
Откуда -J- = at, = / + Cj. 

(x + j ) x^y 
Теперь разделим первое уравнение на второе 

dx___ х{х + у) dx _х 
dy у{х^у) dy у 

Исключая из решений сначала;;, а затем х, получим общее 
решение 

С 1 
^ = "77;—тб—;7Т' У = '-(С,+1)(/ + С0' (Q+l)(/4-C0-

в) Из первого уравнения находим, что ;; = х - 4х + 4х. Вы
числим производные: j ; = х - 4х + 4х и у = х̂ ^̂ ^ - 4х + 4х. 
Подставляя у , у и у во второе уравнение, получим 

d'^x ^d^x , 
—--~8—i--9x = 16e , 
dt' dt^ 

т. е. задача свелась к линейному неоднородному уравнению чет
вертого порядка. Находим корни характеристического урав
нения, соответствующего однородного уравнения А:,2=±3, 
/:з,4 =±^. Решение однородного уравнения будет 

и = C^i' + С^е'^' + Сз cos t + С^ sin t. 
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Частное решение неоднородного уравнения х^ ищем в виде 
Xj ~ АеК Подставляя х^ в неоднородное уравнение находим, 
что ^ = ~ 1 . Таким образом, общее решение для х примет вид 

X = - е ' + С^е" + С^е'^' + Сз cos t + С^ sin t. 

Подставляя х, i и х в первое уравнение системы, нахо
дим общее решение для у 

>̂  = ~e4Cje^425C2e"^4C3(3cos/ + 4sin^) + C4(3sin/-4cos/). 

15.3. Решить систему: 

dx _ dy _ dz dx _ dy _ dz 
a) ..3 . ^^.,2 o„3 9 . , 2 , ' 6 ) X Л-Ъху 2y 2y z ^ z — y x-z y — x 

dy _ dz ^y _ ^^ 
Решение, a) Уравнение ^~T ~ ^ 2 или ~ пред

ставляет интегрируемую комбинацию и имеет решение y = C^z. 
Рассмотрим теперь уравнение —г = —^ и предста-

X +3ху 1у 
dx _\ х^ Ъх 

вим его в виде ~Т" ~" ̂  "Г "̂  ~^ • Это однородное уравнение пер
вого порядка. Пусть х — функция, у — независимая переменная. 
Воспользуемся заменой х = ty, х̂ , = / + yt^, тогда второе ре-

dt I ^ 3 2dt dy 
шение будет иметь вид t + y—=:—t+—t, ~ dy 2 2 ' ^ ( / 4 2 ) у 

lnt'-^]n(t'^l) = ]n\C,yl ';f- = C,y. - ^ = С,у, 
^ +1 X +У •у 

б) Сложим все числители и знаменатели 

dx _ dy _ dz _dx-\-dy + dz 
z-y x-z y — x 0 



172 Гпава 14 

Отсюда получим, что dx + dy + dz = d[x + y + z) = 0. Следо
вательно, первый интеграл системы будет х + >' + z = Ср 

Чтобы получить второй интеграл системы, умножим чис
лители и знаменатели, соответственно, на 2х, 1у, Iz и сложим 
числители и знаменатели. Тогда будем иметь 

Ixdx ^ydy 2zdz _2xdx + 2ydy + 2zdz 
2x{z-y) 2y{x-z) 2z{y-x) 0 

Отсюда rfjc^+^?y+Jz^ = j ( x ^ + y + z ^ ) = 0. Таким обра
зом, второй интеграл системы примет вид х^ + у^ + z^ = €2. Не
трудно заметить, что первый интеграл системы дает семейство 
плоскостей, а второй — семейство сфер. 



Глава 15 
РЯДЫ ФУРЬЕ 

15*1 * Ряд Фурье для функции с периодом 2;г 
1°. Кусочно-непрерывная и кусочно-дифференцируемая 

функция/(л:) с периодом Тл может быть представлена в интер
вале [—7г;л:] в виде ряда Фурье 

а. " f{x) = -^-\-^{a^coskx + bi^s\nkx), (1) 

где 
\ 
к 

2 ,=, 

1 
а^=— \ f{x)co%kxdx, 

А, 1 f /•/ ^ • ^ . ^ (А: = 0,1,2,...), (2) 
bj^=— \ J (xjsmfccax, 

коэффициенты Фурье. 
Теорема о разложимости функции вряд. Если функция/(.х) 

кусочно-дифференцируема и 2к -периодична, то ее ряд Фурье 
сходится в любой точке х^ и имеет сумму 

SM = \{f{x,-0)+f{x,+0)). (3) 
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В точке непрерывности функции значение суммы ряда Фу
рье совпадает со значением самой функции f{x). Так как функ
ция / (х) есть 2п -периодическая, то на концах интервала в 
точках ±^ она: 

а) либо непрерывна, причем f{-^) = f{^)^ и значения 
суммы S(±K) = f[n); 

б) либо разрывна, причем в силу 2я-периодичности 
/ {-я - 0) = / (тг - 0), / {-л + 0) = / (л: + 0), и значения суммы 

3{±ж) = ^(/{-ж + 0) + /{л-0)). (4) 

2°. Ряд Фурье для четной функции/(х) имеет вид 
оо 

f{x) = -^+Y,a,coskx, (5) 

где 
2 " 

ai^=—\f(x)coskxdx, (А: = 0,1,2,...). (6) 

Ряд Фурье для нечетной функции/(л:) имеет вид 

f{x) = ^bi,s\nkx, (7) 
где 

2" 

где 

c,=^]f{x)e-'''dx, (к = 0,1,2,...). 
2к 

—л 

Представляя ряд Фурье (9) в виде 

(8) бд. =— \ f {x)^\nkxdx, {к = 1,2,...). 

3°. Ряд Фурье в комплексной форме имеет вид 

f{x)=Y,c,e'", (9) 

(10) 
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где 
Лп ci,-ib, a.+ib. 

^о=у. q=-^Y^, с.,=-^у- ,̂ (12) 
по известным формулам Эйлера 

Jkx , -ikx ikx -ikx 

1 e +e . , e -e ^̂ _̂ 
cos Ax = , sinfcc = (13) 

2 2/ ^ ^ 
можно получить ряд Фурье (1). 

4°. Если ряд Фурье (1) сходится, то он сходится к некото
рой периодической функции/(х). Обратно, периодическую фун-
кцию/(.л:) можно разложить в ряд Фурье. 

Иначе говоря, периодическую функцию можно разложить 
в ряд, состоящий из синусов и косинусов кратных дуг 

/ (х) = «о + ̂ j cos х + 6, sin X + «2 cos 2х + Z?̂  sin 2х +... (14) 
Простейшей периодической функцией является простая 

гармоника 
y = Asin(cox-\-(p), (15) 

где А — амплитуда колебания, со — круговая частота (число 
колебаний на отрезке [0,2л:], (р —начальная фаза. 

Период колебаний функции (15) определяется по формуле 

Г = — . (16) 
со 

Уравнение простой гармоники можно записать в другой 
форме 

у = а cos cox + b sin сох, (17) 
где a = Asm(p; b = А cos ср. 

Отсюда, по уравнению простой гармоники (17), можно най
ти амплитуду и фазу колебания 
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b 
(18) 

1.1. Дана 2;r-периодическая функция / ( x ) = x + |x| в ин
тервале (-л:,л:]. Требуется разложить функцию в ряд Фурье. 

Решение. Представим функцию в виде 

и дадим ее график (рис. 15.1 ). 

-л: < X < О, 
0<х<л : 

Рис. J 5.1 

Докажем разложимость функции в ряд. Функция кусочно-
дифференцируема, т.к. внутри интервалов [-~Л',0], [0,7г] имеет 
производную. Поскольку на концах интервалов функция и ее про
изводная имеют конечные предельные значения / (-/г + 0) = О, 
/ ' ( - я + 0 ) = 0, / ( - 0 ) = 0, / ' ( - 0 ) = 0, / (+0) = 0, / ' (+0) = 2, 
/ ( л : - 0 ) = 2л:, / ' ( л : - 0 ) = 2, то она разложима в ряд Фурье. 

Значения суммы ряда Фурье S(x) совпадают со значениями 
функции во всех точках, кроме точек разрыва. При х = ±7Г зна
чения суммы находим по формуле (4) S (±71) = л:, а так как функ
ция *S(x) 2л-периодична, то 3{±[2к-\)л:^ = к (А: = 1,2,...). 

Для нахождения ряда Фурье вычислим коэффициенты Фу
рье по формулам (2), учитывая значения функции для интерва
лов [-лг,0], [о, л:] 
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а^ -— Г f{x)dx-—\ I f{x)dx^- \f{x)dx \-— \2xdx = — 1 г 

1 1-CLf,-—\ f{x)co^kxdx = — \xco^kxdx = ~ 
7Г J ТГ J ТГ К 

—п 

2 COS/DC 

х sin Ах -1 
О О 

sin Ах 

= тс\ 

dx 

п к^ кк 
{(-1/-1], (̂  = 1,2,...); 

л к гу ТС л 

bj^=— \ f(x)smkxdx = — \xs\nkxdx = — 
71 t 71 i 71 

xcosfcc 

lO ^ 0 

n 
cos kxdx 

71 / 4^+1 1 . j;r 
— ( - 1 ) + — r - S i n f c c I 

k^ ^ e '« --ИГ-
Подставляя (З̂ , a^, Z?̂  в ряд Фурье (1), получим 

1.2. Разложить в ряд Фурье 2л:-периодическую функцию 
f{x)-x^, заданную в интервале (-л:,л:], и, пользуясь разло-

V 1 
жением, найти сумму ряда Дирихле l^Ti' 

Решение. Нетрудно заметить, что функция удовлетворяет 
теореме о разложимости функции в ряд Фурье и имеет график 
(рис. 15.2). 

Рис. 15.2 
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Так как функция f{x) = x^ четная, то по формуле (6) имеем 

2 г 9 , 2л̂  
к 
2 2 , «Q = — JC ох = 
7Г J 

О 

2 f 2 2 I 2 F 2 f а. =— X cosfccJx = — —X sinfcc xsin/:xt/x 
ni к\к lo Л: J 

_4_ 1 ^ 
—созЬсГ I cosfcc6/x 
k "0 ]L J 

= A ( _ i ) \ (^ = 1,2,...). 

Отсюда no формуле (5) 
rr^ 00 1 

x̂  = — + 4 ^ — ( ~ 1 ) cosAx. 
3 k=\ к 

Полагая х = я , получим л:̂  = — + 4 ^ - у ( - 1 ) ^ cosA:^, от-
3 k=x к 

со -I _ . 2 

куда сумма ряда Дирихле X ~Г ~ —• 

1.3. Разложить в ряд Фурье 2л:-периодическую функцию 
/ ( х ) = |х|, заданную в интервале (-л:,л:], и, пользуясь разло-

жением, найти сумму ряда Т -
ых{2к-\)^' 

Решение. Функция кусочно-дифференцируема и 2я^перио-
дична, следовательно, может быть разложена в сходящийся ряд 
Фурье. График функции показан на рис. 15.3. 

/ 1 
-п 

у 

/ 1 
п X 

Рис. 15.3 
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Так как функция непрерывна, то при всех х значение сум
мы ряда Фурье совпадает со значениями самой функции/(х). 

Поскольку функция четная, то по формуле (6) имеем 

«о =— \xdx = 7t; 
'*' О 

sinfcc \s\nkxdx 
о ^ о 

2 г 2 
а̂  = — х cos kxdx — — 

71 i К 

Отсюда по формуле (5) получим 

I , п 2 ^ ( - 1 ) * - 1 , х = — ь — > -^^—-—cosb:. 

Так как второй член в правой части отличен от нуля толь
ко при нечетных значениях к и равен -2, то можно записать 

4<А cos(2A:-l)jc 
'""'"i ^tr" {ik-\y 

1 К 4 x^ 
Полагая x = О, будем иметь 0 = > 

2 ;rtr(2^-l) 
1 к1_ 

8 * 

у, откуда 

сумма ряда Х / ^ , ..г 

1.4. Разложить в ряд Фурье 2л:-периодическую функцию 

[-1 при -л: < X < О, 

[ 1 при 0 < х < ; г 
и, пользуясь разложением, найти сумму ряда Лейбница 

У^ 

(-1J к-\ 

к=\ 2к-1 
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Решение. Функция удовлетворяет условиям теоремы о раз
ложимости в ряд Фурье и имеет вид (рис. 15.4 ). 

-К 71. 2л 

Рис. 15.4 

Так как функция нечетная, то коэффициенты ряда Фурье 
(7) находим по формуле (8) 

^ о 
—cosfcci = .А[(-,).-,], (, = ,,2,...). 

9 _°°. 1 г ~л 
Отсюда ряд / ( х ) = — У - l~( - l )4s inbc . 
Так как члены ряда отличны от нуля только при нечетных 

4 ^ s i n ( 2 / : - l ) x 
к, то ряд можно записать в виде 1 = — > ^̂  •^. 

7L j^-\ АК 1 

А : - 1 

Откуда при JC = — имеем сумму 2^-—-— п 

1.5. Разложить в ряд Фурье 2л:-периодическую функцию 
f[x) = e'', заданную в интервале [-71,тг]. 

Решение. Поскольку функция удовлетворяет теореме о раз
ложимости функции в ряд Фурье, то в интервале [-7С,к] ряд 
представляет функцию е ,̂ а в точках разрыва х = ±к его сумма 

равна 5{х) = -[е-''+е''). 
Воспользуемся комплексной формой ряда Фурье (9), где 

коэффициенты находим по формуле (10) 
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л Т^ л 7t (l-/^)jC 
1 Г г -iter , 1 Г (\-ik\x , ^ 

2л: 2л: (1-/А:) 

е^ ' —е^ ' ее —ее 

то с, = 

2n{\-ik) 2я{\-1к) 
Так как по формулам Эйлера е"'̂ "" = со8/:л: ±/sin А:л: = (~1) , 

' 2ж {\-ik) 
и ряд Фурье 

2л: t t l 1-/А: 
Перейдем к обычной тригонометрической форме ряда Фурье 

Jkx с^е +с_1^е = 
-ikx е - е 

2к 
i-iye'- ^(-1Ге * „-/fa 

\-ik 
ikx 

\ + ik 
--ikx -е-" ^., {\ + ik)e""+{l-ik)e-"^ ^ 

iK ^ ' l + A:' 
e —e 

Полагая /: = 0 находим, что ĉ  = 

/ ,4it cosfcc + /:sin/:x /, , ^ ч 
(-1) T-Tl ; (/: = 1,2,...). 

e —e 
iK 

Таким образом e"̂  
к 2 t r i + A:̂ ^ ^ 

1.6. Разложить в ряд Фурье 2л:-периодическую функцию 

/W-
0 -тг < X < о 

к 
1 0 < j c < -

2 
О —<;с<л: 

2 
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И представить разложение в виде суммы простых гармоник. 
Решение. Коэффициенты ряда Фурье находим по форму

лам (2). Поскольку интегрировать следует по промежутку внут
ри которого /{Х)ФО, ТО В данном случае интегрируем по 

к 
промежутку О, 

1 Гл 1 I- 1 a^=-\dx = -x\l =-; 

а, =— \coskxdx = —sin/:jc|J = — s i n ^ —, (к = 1,2,...) 
' nl кк ^' кл 2 ^ ^ 

п 
1 ( 1 к , , J 

л::̂  кк ^^ кп 
Ь, =— \sinkxdx = coskxU = — cosk 1 , (/: = 1,2,...). 

Учитывая различные значения для a^ubj^B зависимости от 
к, получаем разложение заданной функции/(х) в ряд Фурье в 
следующем виде 

/ (jc) = — + — (cos д: + sin X + sin 2х —cos Зх + 

1 . ^ 1 ^ 1 . ^ +—sin3x + —cos 5х + —sin 5х+ ...). 
3 5 5 

Определим амплитуды и начальные фазы (18) для каждой 
из гармоник. 

Для первой гармоники: 

А=. 
lY f i t /̂2 ^ 1 ^ 
71 I \ л 1 я 4 

п 
х + — 

4 

1 , . , л/2 . 
следовательно, — (cosx + s i n x j - sm 

Для второй гармоники: 

Л2 = —; (р2=0, поэтому —sin2х и есть вторая гармоника. 
я я 
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Для третьей гармоники: 

л=. 
1 

V 1 Y V2 
v3^y 

п 
Ъп' '^ " ' = - ' • " ' = " 4 следова-

1 / 
тельно, cos3xH sin3jc = sin 

Зтг Ъп Ък 
Четвертая гармоника равна нулю". 
Для пятой гармоники: 

Ъх- к 

V 

Л = -
/ 2 Y ( \ '^ 

v5^y v^^y 

V2 ^ . л: 
•̂ ""5 tg ^5 =1; (р^=—, следовательно, 
5к 4 

1 . _ , ! . , V2 . —cos 5л: +—sin Ъх sin 
5л: 5к 5к 

{ 
Ъхл-к 

Ряд Фурье в виде суммы простых гармоник имеет вид 

1 V2 . п / ( х ) = —+—sin JC + — 
^ ^ 4 л: 4 

+ — s i n 
Ък 

Ъх 
4 J Ък 

J 

sin 

+—sin2x + 
ж 

f 
5х + я + ... 

15.2. Ряд Фурье для функции с периодом 21 
1°. Для кусочно-дифференцируемой и 2/-периодичной 

функции/(х) ряд Фурье имеет вид 

/ ( ^ ) = Y + £UitC0S^:yX + 6,sin/:yX 1 (i) 

где 

a^=-[f{xYo%k—xdx\ (^ = 0,1,2,...), 

\ \ 1 г 7Г 
Ъ^ = - 1 /(jc)sinA:—хЛ:; (А: = 0,1,2,...). 

(2) 
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Разложение (1) может быть применено и к непериодиче
ским функциям. Например, функция / (х) = \х\ не является пе
риодической. Если ее рассматривать на отрезке [- /, /], а затем 
продолжить периодически (рис. 15.5 ), то получим периоди
ческую функцию. Поэтому, если говорят о разложении функ
ции/(.х) на отрезке [-/,/] в ряд Фурье, то имеется в виду, что 
функция периодическая. 

где 

где 

Рис. 15.5 

2°. Если функция/(х) четная, то ряд Фурье 

^ к=\ ^ 

а,^ =—\f(x)cosk'-xdx; [к = 0,1,2,...). 

Если функция/(х) нечетная, то ряд Фурье 

А : = 1 ' 

2 f тг 
bj^ =—\ f(x)smk—xdx; (^ = 1,2,...). 

3°. Ряд Фурье в комплексной форме имеет вид 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 
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где 
i с , V -ik—x 

с, = — J / ( x ) e ' dx. 
11 

(7) 

(8) 
-/ 

2.1. Разложить в ряд Фурье функцию 

|0 при - 3 < х < 0 , /w=- X при 0<x<3, 

1 
пользуясь разложением, найти сумму ряда V -

Решение. Поскольку функция кусочно-дифференцируема 
и 2/-периодична, то разложение ее в ряд Фурье находим по фор
муле (1), а коэффициенты по формулам (2). Полагая / = 3 и раз
бивая интервал интегрирования на две части, получим 

«п = 

«̂  =-

/ О 3 

1 О • (ix + J xdx 
V-3 

( ^ 

3 2 

3 

3̂  
1 

J 0 • COS к — xdx + J X cos к — xdx 

\ 

Ъх . , % 
sin; 

kn 3 

0 

к — Л [sin/: —xJx = 
кк 

3 к 
—z—rCOSk—X 
k^n^ 3 =i4^[(-')'-a 

/ 0 3 \ 
J Osin/ : —X(ix +J xsin/:—xJx = 

_1_ 
кк 

-3 

7 ^ 
-xcosA:—X 

3 

3 3 

+ \cosk—xdx 
0 0 

-l^-^r: 
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^<''=rfl ( - 1 ) ' - ! , ж (-1)'*' . , к 
-— cosA:—л: + -̂ ^—-—sinA:—х 

к 3 к 3 

4 nh 
2 2к-\ i-lf . ,71 :rCos ЛХ + -——smk—x 

n{2k-lf 3 к 3 
1 При X = 0 разложение примет вид О = ^-Т , , 

, ^ , 4 ;г'Й(2«:-1) 

2.2. Разложить в ряд Фурье 21 - периодическую функцию 
/ (х) = |jc|, заданную в интервале -1 < л: < 1. 

Решение. Так как функция четная, то воспользуемся фор
мулами (3), (4). Полагая / = 1, получим 

QQ = 2\ xdx = \, 

ai^=2\x cos knxdx = 2 
о 

2 

кя 
-5т/:л:х \ sin knxdx 

о ^ ^ 0 

2^2 к'к 
cosknx =й^[н)'-']. 

, 1 2 f , ( - l ) - l , 1 4 ^cos(2A:-l);rx 
2 n^ti е 2 7 г ' ^ к=\ {2к-\у 

2.3. Разложить в ряд Фурье функцию f(x\z=z—^ заданную 
в интервале —3 < х< 3. 

Решение. Так как функция нечетная, то воспользуемся фор
мулами (5), (6). Полагая / = 3, получим 

, 2 } X . , л: , 2 
о. = — \ —sink—xdx = — 

Ъ{Ъ 3 9 

Ъх , к 
C O S A : — J C 

кк 3 

кп^ ^ 

+ — \cosk—xdx 
1Г7Г J "̂  ктс 
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Таким образом, 
\к^\ X 2 ^ ( - 1 ) . ,;г 

— = —У,-—-—smk—x. 
3 nf^i к 3 

2.4. Разложить в ряд Фурье функцию / ( х ) = 10-х при 
5<х<15. 

Решение. Воспользуемся формулами (2), в которых заме
ним пределы на 5 и 15. При к = 0,1= 5 будем иметь 

1 *̂  1 
« о = т | ( 1 0 - х ) Л : = -

л Ч 
[Ох- = 0: 

М 
Qj^ =—j(lO-Jc)cosA: —t/x = 

(10-jc)—sin/r—X 
^ ^кк 5 

- . cos/: —X 
k^K^ 5 

-\ sin A: — ax 
кл 

= 0; 

1 г л 
bk=—\ (10~x)sinA:—X(ix = 

(10-x)—cosA:—X 
^ ^kn 5 /:;r 

25 ^; ^25 , 25 . , я , 
—cos3A:7r + —С08А:л: г—г-sinA^ —x| 
/:л: /гтг к к 5 

5 
15 л 

12_ 
/:л: 

( - 1 / 

Таким образом, по формуле (5) имеем 

10-х = — ^ - — — s i n k — x . 
я fi к 5 

2.5. Разложить в ряд Фурье функцию f{x) = е"", заданную 
в интервале —2 < х < 2. 
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Решение. Воспользуемся комплексной формой ряда Фурье 
(7), где коэффициенты находим по формуле (8). Полагая / = 2, 
будет иметь 

1 г -^^ 1 г {^~\ J'-f> 
4_V ' 4.V • 2{2-1кл) 

^(2-i^)_^-(24k.) ( _ 1 ) * ^ 2 _ ^ - 2 
1-2 

2{2-ikn) 2{2-ikn) 

e'-e-^ ^ (-1) Отсюда e" =^ x ^ / 

ikK 
к -^^ 

2 ;t=-oo 2 — ikn 

Перейдем к обычной тригонометрической форме ряда Фу-
^2 -1 
е —е рье. Полагая /с = О, будем иметь с^ = 

Объединяя слагаемые с индексами /с и - /с и пользуясь фор
мулами Эйлера, получим 

ikn ikn 2 -2 
ikn 

НГе^ ,(-1Ге •к —Т-^ 

2-ikK 

ikn 

г-е^ 

2 +ikn 

ikn 
X 

. k{2 + ikK)e^ +{2-ik7t)e ^ 
\ 4 л , ;.2_2 "" 

2 cos k — x-kTtsink—x 
= (e=-e-=)(-l)* 2 2 2 _ 2 

Таким образом 

ê  = 
2e' i-i (-"* 2 _ 2 2 П'4+А:л: 

4+А:'л: 

2cosA:—X—A:;rsinA:—X 
2 2 
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15.3. Разложение только по косинусам 
или только по синусам 
1°. Если функция/(х) задана в интервале [О, тс], непрерыв

на и кусочно-дифференцируема в нем, то ее разложение в ряд 
Фурье по косинусам имеет вид 

f{x)^^^-Y,a,zo^hc, (1) 
где 

a^^—\f{x)zo^bidx, (^ = 0,1,2,...). (2) 

Разложение по синусам будет 

f {^^)^^К^шкх, (3) 
где 

2 " 
fe^t =—j/(x)sinfo:Jx, (/: = 1,2,...). (4) 

^ о 
2°. Разложение в интервале [О, /] по косинусам имеет вид 

/ ( x ) = - ^ + | ; a , c o S i t y x , (5) 
к=\ 

где 

^. = y } / W c o s A : y x J x , (/: = 0,1,2,...). (6) 

Разложение по синусам будет 

где 

K=-^\f{x)%v!^k^xdx, (^ = 1,2,...). (8) 
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3.1. Разложить в неполные ряды Фурье: а) по косинусам; 
б) по синусам функцию 

/w= 
X при 0<х<—, 

71 
тс—х при ~<х<п. 

Решение, а) При /: = О по формуле (2) имеем 

7Г •' ТГ 

( 

2 
/ 

+ 
.2 \ 

ПХ--

\ 

\xdx-^\{K-x^dx 

( ^1 

% 8* Т Т 
2 \ 

~1 

2 

I х COS fccc/x + 1 (л: - X) COS/осJx 

/ 

—sin be к I sinAxrfx + sin Ax +— [sin/ixd/x 
hi Ir W bi 10 ^ 0 

V 

__2 
к 

1 ^ 

л: л: 1 —sin / : —+ ^ 
2A 2 k" 

cos A: 1 
V 2 , 

COS кл-COS к к W 

V 

/ 

ке 

2 

— s m k 
2k 2 

к 2 cos /: cos кк-Х 
2 

При /с - 1,3,5,... коэффициент д̂ ^ = 0; при /: = 4, 8, 12, ... 
коэффициент Uj^ = 0; при /с = 2, 6, 10,... а^ = - 4 , т. е. при четном 
/:, которые при делении на два дают нечетное число, коэффи
циенты а^ 4^0, а такие числа будут 2{2к - 1). 
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Таким образом, по формуле (1) разложение примет вид 

. ._к 2 ^ ~ 4 с о 8 2 ( 2 ^ ~ 1 ) х _ л : 2 ^ ^^^2(2^-1)х 
^ ^ " " ^ i " ^ ; ^ ^ 2^(2^-1) ' " " i ' ^ t r {1к-\)^ 

б) Разложение по синусам находим по формуле (3), а коэф
фициенты по формуле (4) 

h = К 

2. л 

J X sin kxdx + J (я - х)sin kxdx 

V 
/ 

cosfcc 
к 

2 1 

lo - 0 

+ — Xzo^kxdx cos be [cosfcc f̂x 
ki к V kl 

V 
21 К , к \ . ,к к , к 1 . , л : 
— cosA: —+ -T-sinA: —+—cosA: —+ — ŝinA: — 
n\ 2k 2 k^ 2 2k 2 k^ 2 4 . ^ к 

-sin A:—, 
Tik^ 

Если к четное, то bj^ = 0. Если к нечетное, то bj^ 
Таким образом, 

4 (-1)'-' 

ч * - 1 

/ W = - l 7 ! A ; r s i n ( 2 ) t - l ) x . 
7tt:l{2k-\) 

3.2. Разложить в неполные ряды Фурье: а) по синусам; б) 
по косинусам функцию/(х) = х при О < х < /. 

Решение, а) По формуле (8) находим коэффициенты 

А 2J- . , ;г , 2 bj^ =—\ xsmk—xax = 
^ о / / 

21_ 
кк 

' х/ , л: / f 
cos/:—х[ 

кк 1 V 
о кя ^ 

\cosk — xdx 
1 I 

21 . 2 / . .̂. 
= cosA:л: = — ( - 1 ) 

кк 

А:+1 
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Отсюда по формуле (7) получим 
4^+1 

2 / у И ) . ,7Г 
X - — > - ^ — - — s m А:—X. 

к Т^х к I 
б) Разложение функции в интервале [О, J\ по косинусам на

ходим по формулам (6), (5). Полагая А: = О, получим 

0̂ =—\xdx = l; 

2 г кк ^ гГ / . , л: f I \ • ,7Z 
а^=—\ XCOSX—ах = —\ х—sin/:—х sin/: — 

I i I l\ кк I и кк{ I V 
2 / , ^ , 

= r-vcos/:—X 
/ к^к"- I 

Окончательно имеем 

xdx 

=й^(н)*->)-

• = - + -^y.^-^.—cosk-x = - r->. • -T— 
2 ж' k=\ 

У-
2 ;r^tr {2k-\y 

15.4. Сдвиг основного интервала 
1°. Значение коэффициентов Фурье и ряд Фурье не изме

нится, если интервал [a,a + 27c] заменить интервалом [О, 2л;], 
а+2ж 1к 

Т.к. для 2л:-периодической функции J (p{x)dx= \(p{x)dx. 
а О 

Если функция/(х) задана в интервале [О, 2п\ непрерывна 
и кусочно-дифференцируема, то ряд Фурье имеет вид 

/ ( x ) = -^- + ^ ( a ^ cos/cc + Z>̂  sin Ах), 
2 А:=1 

(1) 

где 
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а̂  =— [ /(jc)cosfcc(ix; {к = 0,1,2,...), 
^ о 
1 ^̂  Ъ^-— I/(x)sin/DCfifcc; (А: = 1,2,...). 

7Г •' 

(2) 

2°. Для функции/(х) в интервале [0,2/] ряд Фурье имеет вид 

/w=f+i: 
л=1 ' / ' / 

(3) 

где 

1 г 7Г 

«* =TJ / (^ )COSA:—f/x ; (А: = 0,1,2,...), 

h=\\f{xYv!^k^dx; (̂  = 1,2,...). 

(4) 

4.1. Разложить в ряд Фурье функцию/(л:) = х при О < х < 27С. 
Решение. Коэффициенты ряда Фурье находим по форму

лам (2). При А: = О имеем 
1 ^^ (2о =— I xdx^lK, 
я: 
1 

а. = — I X cos fccJjc = о, 

I f . , if -xcosfcc b^ =— X sm xax = — 
2л: . 2л 

+ — I cosfoc îc = - -

Отсюда ряд Фурье (1) примет вид 

x = n-2^—smkx. 

4.2. Сила тока /, протекающего в электрической цепи, ха
рактеризуется амплитудой импульса Я, длительностью действия 
импульса ти частоты следования импульсов О) (рис. 15.6). 
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/ 

т 
1 

1 

т 2к 
U - J —Н 

Рис. 15.6 

4к t 
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Представить: а) 2я-периодическую функцию в виде ряда 
Фурье; б) Г - периодическую функцию в виде ряда Фурье. 

Решение, а) Запишем функцию в виде 
\Н ( 0<^<т) , 
[о {т<1<2к). 

Поскольку функция 2л:-периодична, то интегрируем ее по 
формулам (2) в промежутке [О, 2я[, с учетом того, что в интер
вале [г, 2л{ функция равна нулю 

/(0=-

1 г „ . Нх a^=^—\Hdt = 

а„ = — Я cos ktdt = —sm kt 
H . . 

= — 8 Ш А : Т ; 
kn 

(A: = 1,2,...), 
1} 

ti COS ktdt -
T^Q кк 
1 ^ TJ TT 

b„ =—\Hsmktdt = (COSA:T-1) = — ( l -coskr); (A: = 1,2,...). 
7Г J JrTT JrTT К kn кк 
Коэффициенты Фурье зависят от амплитуды импульса Н и 

от его длительности т. Разложение функции в ряд Фурье имеет вид 

/(0= Нт Н { 

-+-1к к 
sin т cos ̂  + (1 - cosT)sin г + —sin 2т cos It + 

1 + —(l-cos2T)sin2/ + ... = 

Нх H^fl 
2к 

— ̂  — (sin/:TcosA:^4-(l-cosA:T)sinA:r) 

Определим теперь амплитуды и фазы простых гармоник 
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^ Г^1 7. Г ^ Н г—— — 2Н . кт 
л. =—л/sin /:T + (1-COSA:T) =—v2-2cosA:T = sm—. 

' кк^ ^ ^ кк кк 2 
sinA:T ^ к (п , х^ 

tg?>,=- — = c t g / : - = tg - ~ i t -
1 - cos кт 2 \̂  2 2 ^ 

к т 
отсюда (pt=—-k-. 

Разложение функции в ряд Фурье примет вид 

/{&• 
2Н 
к 

т . т . ( к т 
—+ sin—sm / + 

, 4 2 1̂  2 2 , 

^ 1 . . +—smTsm п 2t + т + 
2 

1 . Зт . л Зт +—sin—sin Zt + -
Ъ 2 у 2 2 

1 . 

Л 2Н 
к 

т т 
h sin —COS 

4 2 
/ — 

1 Зт + —sinTcos(2r-T)+—sin—cos 
2 ^ ' ^ 3 2 

/ 
Ъг- Зт ЛЛ 

V 
Ят 2Н^\ . кт 

Н > —sin COS 
2к л tlk 2 

kt 
2 

б) Принимаем период равным Г = 2/ и находим коэффици
енты Фурье по формулам (4) 

2 г •.,^-JHdt = 2H-; 

2 г,г 2А:л: ^ Я . 2А:л: а̂  =—|Яcos tdt = -—Sin—;;;-т; 

2 г 
».=7i^ 

кп 
2кк ^ Н sin tdt = — 

(̂  = 1,2,...), 

/ 
кк 

1-C0S 
2кк \ 

\ J 
тогда 

Т 

к ккт 

1; (^ = 1,2,...), 

, 2Н . ккт 
А.= sm ; ср, 

кк Т ' 2 Т 
2к Полагая Т = — , запишем разложение функции в рад Фурье 
со 



196 Гпава 15 

f{t) = H т 2 . т 
—h—sin л:—cos 
Т л: Т 

т-п— + т 
1 . / 

н—sin2;r—cos 
л Т 

2ш-2к— +. 
Т 

„ т 2Я ^ 1 
= Я—+ 

Г 
»Я ^ 1 . , т , f л:т ^ 
— > —зшлл:—COSA: Ш . 
к 't.k Т \ Т ) 

15*5* Интеграл Фурье 
1°. Если функция f{x) задана и непрерывна в интервале 

(-«5,<»), кусочно-дифференцируема в любом конечном интер
вале и абсолютно интегрируема в интервале (-~,оо), то она 
может быть представлена интегралом Фурье 

f[x) = —\da \ f{t)Qosa{t-x)dt. (1) 

Если функция f{x) четная, то интеграл Фурье имеет вид 

/(jc) =—j jf{t)cosatdt \cos axda. 

Для нечетной функции f{x) будем иметь 
^ оо / оо \ 

f{x) = -UJf{t)smatdt 
V' 

Isin axda. 

(2) 

(3) 

Интеграл Фурье в комплексной форме имеет вид 

da. (4) 

и 

2°. представим формулу (4) как суперпозицию двух формул 

F{cc) = -^]nt)e-'dt (5) 
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л/2л: i 
Функция F (а) в формуле (5) называется прямым преобразо

ванием Фурье ддя функции f{x), а функция f{x) в формуле (6) 
называется обратным преобразованием Фурье для функции F[a), 

Формула (2) может быть представлена косинус-преобра
зованием Фурье для четной функции 

(«)=||/М" 
f {х) = J—\ F^ {a)cosaxda. 

Fc{a) = J-]f(t)cosatdt, 
у ^ о 

(7) 
О 

Формула (3) может быть представлена синус-преобразо
ванием Фурье для нечетной функции 

Fs(a) = J^\f(t)smatdt, («) = | j / ( ' )s 

f{x) = Jl—'{Fs{a)smaxda. ^ ^ 

В формулах (5), (7), (8) прямого преобразования Фурье пе
ременную t можно заменить на переменную х. 

5.1. Представить интегралами Фурье следующие функции: 

a)/W = sinjc при \x\<7t; . ^_J^'" ^Р^ х>0; 
О при \х\>7Гу [е"" при jc<0, а>0. 

Решение, а) Функция sin л: нечетная, поэтому воспользу
емся формулой (3) 

л ов Л" 

f(x) = — \ sinaxdai sint sinatdt = 
^ 0 о 

= — \smaxda—\[^cos{l-a)t-cos{l-\-a)t^dt = 
^ о ^ о 
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= -
7Г J 

s i n ( l - a ) / sin(lH-a)^ 
\-a \-\-a 

sin axda = 

1 7 Г sin ал: sina^ 1 f sinaz 
я1 \-a 

2 7 sin ал sin ax 
+ Isin axda - — I da, 

1 + a ] ni 1-a 
6) функция / ( x ) четная, поэтому воспользуемся форму

лой (2) 
/ (х) = — I cos axda I e'""^ cos atdt. 

''̂  0 0 

Внутренний интеграл вычисляем отдельно по формуле ин
тегрирования по частям 

\е ""^ cos atdt 
а'+а' 

Таким образом 
2 7acosax ^. ч Z racosax , 

5.2. Найти преобразование Фурье функции 

/w= COS- «pw |х|<7Г, 

IО при |х|>л:. 
Решение. Поскольку функция четная, то воспользуемся 

формулой (7) 
V)^ t 

F(. (а) =./—J cos—cosa/fif̂  

2 1" 
V^ 9J 71 2 ' 

cos — a b + cos —+a p Jr = 

2 . f л \ 2 . sin — к а + sin 
l - 2 a 2 l+2a 

- cos ла. 

л -+ла 

л 1-4а' 



Глава 16 
КРАТНЫЕ, КРИВОЛИНЕЙНЫЕ 
И ПОВЕРХНОСТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

16*1. Двойной интеграл и его вычисление 
1°. Двойной интеграл является обобщением понятия опре

деленного интеграла на случай функции двух переменных 
f{x, у) и представляет конечный предел двумерной интеграль
ной суммы в области (5) 

\\f{x,y)dxdy = Jm^^Y;if[^^^yj)^M- (1) 

где Ах̂ Ау̂ . = (̂ /+1 --Х/)(>̂ у+1 "У]) — площади элементарных об
ластей, на которые разбивается плоская область S, 

На двойной интеграл распространяются свойства просто
го определенного интеграла: постоянный множитель можно вы
носить за знак интеграла, интеграл от суммы функций равен 
сумме интегралов от этих функций, область интегрирования 
можно разбивать на части. 

2°. Вычисление двойного интеграла сводится к последова
тельному вычислению двух обыкновенных определенных ин
тегралов 
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или 

b У2(х) 

\dx J f{x,y)dy 
« УМ 

с ^ib) 
\dy J f{x,y)dx. 

(2) 

(3) 

Если внутренний интеграл берется по переменной у, то пе
ременная X рассматривается как постоянная, а если по х, то по
стоянной будет у. Пределы интегрирования во внутреннем 
интеграле как правило являются переменными и зависят от пе
ременной, которая рассматривается как постоянная, пределы 
же внешнего интеграла всегда постоянны. Пределы интегри
рования внутреннего и внешнего интеграла постоянны только 
тогда, когда область интегрирования является прямоугольни
ком со сторонами, параллельными осям координат. 

Область интегрирования интеграла (2) (рис. 16.1 ) 
а<х<Ь, у^{х)<у<у2{х) такова, что любая прямая, парал
лельная оси у, пересекает ее границу только два раза. Вычисле
ние двойного интеграла по области d<y<c, х^{у)<х<Х2 (у) 
(рис. 16.2 ) целесообразно выполнять по формуле (3), посколь
ку любая прямая, параллельная оси х, пересекает границу об
ласти только два раза. 

Рис, 16,1 
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L 

d 

1 

^АУ) \ 

\ 

Xziy) 

J 
X 

Рис, 16.2 

3°. Если верхняя или нижняя граница области описывает
ся несколькими функциями (рис. 16.3), то область интегриро
вания следует разбить прямой jc = с на две области S^ и 52-
Двойной интеграл по области S в этом случае разбивается на 
сумму интегралов 

jjf{x,y)dxdy = jjf{x,y)dxdy+jjf{x,y)dxdy = 
{S) №) №) 

= \dx J f{x,y)dy+\dx \ f{x,y)dy. ^ ^ 
а V|(x) с У2(дг) 

Рис. 16.3 
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Если левая или правая граница области описывается не
сколькими функциями (рис. 16.4), то область интегрирования 
S разбивается на две области S^ и S^, а двойной интеграл вы
числяется по формуле 

\\ f {x,y)dxdy = ̂ ^ f {x,y)dxdy + ̂ ^ f {x,y)dxdy ^ 
[S) (5.) (S,) 

b x(y) с x{y) 

= \dy J f{x,y)dx-\-^dy J f{x,y)dx. (5) 

b 
d 

Рис. 16A 

В случае более сложного контура область S разбивается 
на конечное число частей рассмотренных типов. 

n dxdy 

о 1 \^^У) 

2 X 2 cos 9 

b)\dx\{x'-ly^\)dy- ь)\\У^^- г) ]d<p \ p'dp. 
1 0 1 1 ^ _^ о 

2 

Решение, а) Поскольку пределы интегрирования постоян
ные величины, то первое интегрирование может быть по лю
бой переменной. Запишем интеграл в виде 
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\dx\ dy 

{х^у) о 1 

Вычислим внутренний интеграл по у^ считая, что х посто
янная величина 

|2 

Ь^ + >̂ |, o U + 2 х + 1 
\dx. 

Далее вычисляем внешний интеграл по х 

I m: = ln|x + l|-In|x + 2| 
J^x + l x-b2j I I I I 

= ln x+1 
xH-2 

= ln—In—= ln—. 
3 2 3 

6) Поскольку пределы внутреннего интеграла зависят от 
X, то вычисляем сначала внутренний интеграл по у, считая х 
постоянной величиной 

| ( (^^""У+>')Г)^ = J(̂ ^~•^^+• )̂̂ -̂ • 
Дaлee находим внешний интеграл 

, 4 - 3 ^ 2 ^ 
35 
12 

в) Поскольку пределы внутреннего интеграла зависят от 
у, то интегрируем сначала по х, считая у постоянной величи
ной, а затем интегрируем по у 

е у е у е 

\\—dxdy = \dy\—dx = Jj ; In х 
1 1 

2 

dy = 

1 ^ 2 , 1 

= ^y\nydy=^\ny\ ^-jydy=^-—. 

r) Вычислим сначала внутренний интеграл 
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lco&<p 

]d9\ P'dp^-Лр' 

2со5ф 

d(p = 4\ coŝ (pd(p = \{l-\-cos2cpfd(p=^ 

7Г 

\( 1 '\ 
= J l+2cos2<p+"-(l+cos4<p) l/ф: 

2 

/ 3 1 Л 
-<p+sin2^+-sin4() 

V̂  8 
2 3 

2 

1.2. Вычислить двойные интегралы: 

а) ^\xcos{x-\-y)dxdy, где D = \o<x<K, Q<y< — \\ 

б) Jj(x + >^)^rfv, где 1> = {;; = 0, j ; = x', x = 2}; 

в) \\xydxdy, где D = {j; = -jc, j^=:x\ y = \}\ 
D 

r) \\xdxdy, где область Z) ограничена осью Ox и одной 

аркой циклоиды x = a(^-s in/) , >; = a(l-cos^) . 
Решение, а) Расставим пределы интегрирования и проин

тегрируем сначала по у^ а затем по х 

^ 2 

Л: = JJ jccos(x + >')( i jc^'= jx^fjcj cos(jc + ; ^ ) Ф = j ^ ^ ^ ^ 
D 0 0 О 

= j jc sin —+ JC -sinjc m: = Jx(cosA:--sinx)t/x = 
0 V V^ J J 0 

к n к к 
= J jccos jcJx-J xsinxflfx = xsinX~ J sin jciijc + xcosx~ J COSjc^ 

0 0 0 0 

= (jcsinx + cosjcH-jccosjc-sinjc)| =-1-7Г~1 = - ( 2 + я ) . 

6) Представим область интегрирования на рис 16.5. Рас
ставим пределы интегрирования и проинтегрируем 
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2 х"-

О о 

\\{x-\-y)dxdy--\dx\{x^y)dy--\ 
D 

2 

=1 

хуЛ-- fifcc = 

2 / 4 Л 
3 ^ JC + - \dx = 

^ 4 "''lO 
. 16 36 

= 4 + — = —. 
5 5 

У 

0\ x=2 

Рис. 16.5 

в) Сделаем чертеж (рис. 16.6). 

у 
А{-1.1) 

\ 

0 

В{1,1) 

J к 
Рис. 16.6 

Из совместного решения уравнений у--х и у^х^ нахо
дим точки пересечения прямой и параболы А (-1, 1), О (О, 0). 
Координаты точки ^ (1,1). Расставим пределы интегрирования 
и проинтегрируем 
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ГУ 
^^xydxdy = ^ydy I xdx = -\ух^\ dy = - | ( j ' -у' )dy = 

0 

^ 

/ „3 -.4 

V 
у z_ 
3 4 2 3 4 24 

r) Для одной арки циклоиды параметр t изменяется от О 
до 2л, а переменная л: от О до 27га. Представляя функцию у в 
виде функции от х у =f{x), запишем искомый интеграл, раз
деляя переменные 

I = JI x^xtiy = J xdx J dy. 
D 0 0 

Находя дифференциалы dx = a(l-cos t)dt, dy = a sin tdt 
и переходя во внешнем интеграле к переменной /, получим 

2л- a(l-cos/) 2л 

/ = \ a{t-'Smt)a{l-cost)dt \ dy = a^\{t-smt){l'-'COStfdt=^ 
о 0 0 

2K 

= а^ J (r-2rcos/ + /cos^/-sin^ + sin2r-sin^cos^^jJ^ = 
о 

= а — 2/sin/~2cos/ + — 
2 2 

/ 1 • о 
^ + -sm2^ 

2 

^ 1 t^—cos 2̂  

1 о 1 3 + cosr—cos2r+—COS t 
2 3 

iK 

= Ък'а\ 

1.3. Изменить порядок интегрирования в двойных интег-
2 х+2 \ ^-.У 

ралах: а) \dx\ f{x,y)dy; б) J ^ ' J f{x,y)dx; 
-1 .' -* ^ - 1 

4 
1 2x \ У 2 1-y 

B) \dx\f{x,y)dy\ T) \dy^f{x,y)dx + ^dy^f{x,y)dx 
0 0 



КРАТНЫЕ, КРИВОПИНЕЙНЫЕ И ПОВЕРХНОСТНЫЕ 207 

Решение, а) По пределам интегрирования строим область 
интегрирования: j^ = x + 2, у-х^, х = 2, х = -1 (рис. 16.7). 
Решая совместно уравнения j ; = x + 2, у-х!', находим коор
динаты точек пересечения прямой и параболы >4 (-1,1), £ (2,4). 

-/ О 

Pwc. 76.7 

Поскольку слева область Z) ограничена линиями х = j^ - 2 
и X = -^З^, а справа х = ^/у, то при изменении порядка интег
рирования интеграл разбивается на два интеграла, соответ
ственно, по областям D 

2 л+2 

АСОА ^ ^^АВС 

I -1У 4 У[У 

jdx j f{x,y)dy = jdy j f{x,y)dx-bjdy^ f{x,y)dx, 
-1 x^ 0 - 7 ^ I v-2 

6) Область интегрирования D ограничена линиями 
2 

x = 2->;, x = -—1, y = 2, >̂  = -6 (рис. 16.8). 

Рис. 16.8 
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Решая совместно уравнения х=2-у и х = 1, нахо-
4 

ДИМ координаты точек пересечения прямой и параболы А (0,2) 
и 5 (8, - 6). Сверху область D ограничена линиями: у = 2vjcTl 
при - 1 < х < 0 и j ; = 2 - x при О<х<8, а снизу — параболой 
J = -2vjc + l. Следовательно, при изменении порядка интегри
рования интеграл разбивается на два 

2 2-у О 2л/1+Т 8 2-JC 

-2N/X+T -2>/I+T 

B) Область интегрирования ограничена линиями 
у = х, у = 2х, х = 1, х = 2 (рис. 16.9 ). Решая эти уравнения 
совместно, находим координаты точек пересечения прямых 
^ (1 ,1 ) ;5 (2 , 2); С(2, 4) и / ) (1,2). 

у 

0 

D(1.2) 

А{1,1) 

1 '. 

/с{2,4) 

^(2,2) 

X 

Рис. 16.9 

Уравнения прямых, ограничивающих область слева, име

ют вид: х = 1 и х = --, а справа — х = 2, х = у. 
При изменении порядка интегрирования область интегри

рования S разбивается на две 5^^^ и 5^^^. Таким образом 
2 2JC 2 У 4 2 

\dx\f{x,y)dy = \dy\f{x,y)dx'\'\dy\f{x,y)dx. 
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г) Область интегрирования первого интеграла ограниче
на линиями jc=0, x = j , ^^=0, J ; = 1 H представляет треуголь
ник АОВ (рис. 16.10 ). Область интегрирования второго 
интеграла ограничена линиями х = 0, jc = 2->;, у - \ У-^ 
и представляет треугольник ЛВС. 

у' 
2 

А 

0 

1 

< 
\ 

У Ч 
S 

2 X 

Рис. 16,10 

Поскольку область сверху ограничена прямой j = 2 - х, а 
снизу у^х при О < X < 1, то при изменении порядка интегриро
вания будем иметь 

\ у 2 2-у 1 2-х 

\dy\f{x,y)dx + \dy j f{x,y)dx = \dx j f{x,y)dy. 
0 0 1 0 Q X 

1.4. Расставить в двойном интеграле \\f{x,y)dxdy пре-
/ (̂ ) 

делы интегрирования в том и другом порядке, если область 
интегрирования S — трапеция с вершинами О (О, 0); А (2, 0); 
5 ( 1 , 1 ) ; С (0,1). 

Решение. Представим область интегрирования на рис. 
16.11. Запишем уравнение прямой АВ. Для этого воспользу
емся уравнением прямой, проходящей через две точки 

= , у -2- X, Поскольку область сверху ограничена 
двумя прямыми, то при интегрировании во внутреннем интег
рале по ;; получим два интеграла 
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1 1 2 2-jc 

\\f{^.y)dxdy = ^dx^f{x,y)dy + ̂ dx^ f{x,y)dy. 
(s) 0 0 1 0 

у 

C(OJ) 

0(0,0) 

B(IJ) 

A (2,0) ^ 

Рис. 16.11 

При интегрировании во внутреннем интеграле по х бу
дем иметь 

1 2->-

\\f{^.y)dxdy = ^dy j f{x,y)dx. 
(s) о о 

16.2. Двойной интеграл в полярных 
координатах. Замена переменных 
в двойном интеграле 
1°. При переходе в двойном интеграле от прямоугольных 

координат к полярным необходимо в подынтегральном выра
жении прямоугольные координаты заменить полярными по 
формулам: х = р cos (р, у = р sin (р, а дифференциал dS = dxdy 
заменить на pdpdcp 

\\ f {х,y)dxdy = и f (рcoscp,рsincp)pdpdcp. 

Причем уравнения линий, ограничивающих область интег
рирования 5, следует преобразовать к полярным координатам 
по формулам перехода. 
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Если область интегрирования S ограничена лучами (р- а 
и ф=)8(а<^3)и кривыми р = Pi (ф), р = Р2 (ф) (рис. 16.12), 
где р, (ф) и р2(<р) — однозначные функции на отрезке 
(pG [а, j8] и Pi (ф) < Р2 (ф), то имеет место соотношение 

llF{p,(p)pdpd(p = jd(p j F{p,(p)pdp, (1) 
5 a p,(<p) 

где F{p,(p) = f(pcos(p,ps'm(p). 

Рис. 16.12 

Внутренний интеграл вычисляется по р, считая ф постоян
ной, но произвольной переменной, а внешний интеграл нахо
дится по (р. Пределы внешнего интеграла всегда постоянны, а 
внутреннего, как правило, зависят от ср. Если область интегри
рования представляет круговой сектор или разность круговых 
секторов с центром в начале координат, то пределы интегри
рования внутреннего интеграла постоянны. 

Если область интегрирования ограничена линиями, име-
юш;ими различное аналитическое представление, то ее разби
вают на части, а двойной интеграл представляют в виде суммы 
соответствующих интегралов. 

2°. Пусть в двойном интеграле \\f{x,y)dxdy требуется от 
S 

переменных х, у перейти к переменным и, v, связанным соот
ношениями 
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x = x{u,v); y = y{u,v). (2) 

Функции (2) осуществляют взаимно однозначное и непре
рывно дифференцируемое отображение области G плоскости 
O^uv на область S плоскости Оху. Если якобиан этого отобра
жения 

/ = 

Эх 
\ди 
\ду 
\ди 

Эх\ 
ЭУ 

э̂  
Bv\ 

^0 

не обращается в нуль на G и функция/(jc, у) непрерывна в об
ласти S, то справедлива формула 

II f {x,y)dxdy = jj f {x{u,v),y{u,v))\l\dudv. .^. 
S G 

Производить замену переменных по формулам (2) целесо
образно в том случае, если область интегрирования G интегра
ла (3) значительно проще области 5. 

2.1. Переходя к полярным координатам, 

а) jdx J .jx'+y'dy; б) ]dy j ^ ^ ^ 
• ' • / 

Решение, а) Область интегрирования представляет первую 
четверть круга. Переходя к полярным координатам 
JC = р cos ф, у=^ р sin <р, получим 

4а 
[dx J >/х̂  + y^dy = {d(pUp^cos^(p + p^sin^(ppdp = 

0 0 

2 ^3 
- f P 1^ 2 ;ra' 
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б) Область интегрирования расположена в первой четвер
ти и ограничена двумя окружностями: у^л-у^-=^а^^ 
;с^+/=л;;.(рис. 16.13) 

Рис. 16.13 

Переходя к полярным координатам и учитывая, что урав
нение внутренней окружности будет р = а sin (р, получим 

/ — 
а yjo -у 1 2 а ^ J ^ 

1? = - i | r f„ J {a--p')-^d{a'-p'-) = -l{a'-p') 
О asin^ 

d(p = 
l a s in^ 

= a\ COS(pd(p = asin(p\2 =a. 

1.1. Вычислить двойной интеграл: a) 

где область 5 ограничена двумя окружностями х^ +у^ =9 и 

^ ту — ZJ , ^у + у^ =25;б) jjXyjx^ + y^dxdy, где область S ограничена ле

пестком лемнискаты (jĉ  + j;^J =^а^(х^-y^j (х>0) ; 

.) Я- "^^ ф 7 л / ^ ' + / 
, где область ограничена линиями у = О, х = 2, 

у = X, х^ -^ у^ = \ 
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Решение, а) Область интегрирования ограничена двумя 
концентрическими окружностями с центром в начале коорди
нат и радиусами ĵ = 3 и г^- 5. Переходя в интеграле к поляр
ной системе координат будем иметь 

2лг 5 

2К 1п 

б) Переходя к полярным координатам, запишем уравне

ние лемнискаты в виде р^ = а^ (cos^ (р - sin^ (р\ или p=a^Jcos2(p. 

к При X > О, т. е. для правого лепестка ф изменяется от до 
4 к —. Таким образом, интеграл примет вид 

ayJcos2<p 
1 \ Ux^x''^ ^y^dxdy^ \ d(p J cos^pVp = —J cos^p 

tyJcos2(p 

d(p = 

4 4 4 4 

= — j cos(pcos^2^J(p=— J cos(p(l-2sin^(p) d(p 

, 4 4 

= — j (cos(p~4cos(psin^<p + 4cos^sin'^^)rf(p: 

a 
T 

^ . . sin^ (p . sin^ (p ^ 
sin<p-4 —+4 — 

^ 3 5 

2л/2 4 -a . 
. 15 
4 

B) Построим область интегрирования (рис. 16.14) и перей
дем к полярным координатам. 
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Рис. 16.14 

Из рисунка видно, что полярный угол изменяется в преде-
к лах от О до —. Полярный радиус меняется от 1 до прямой х = 2. 
4 

Запишем уравнение этой прямой в полярной системе коорди
нат pcos(p = 2 или р = . Подынтегральная функция бу

дет 
1 

.1777 
1^ 
р 

COS(p 

Отсюда получим, что 

я dxdy cos^ 1 
2 

COSfl) 

\d(p j —pdp=jd(p J dp=jp 
0 1 P 0 1 0 

2 
cos^ 

d(p = 

4 =1 COS^ 

2 COS (pd(p , fZCOS 

^?> = J - ^ : 
J 1 —SI / 1-sin' 

-(p = ln l + sin^ 
l-sin()? 

= ln ^/2^-l л: 
л/2- l 4 ' 

2.3. В интеграле \\f(x,y)dxdy, где область 5 ограничена 

кривыми х̂  = aj;, x^=by, у^ = рх, y^=qx {0<a<b, 0<p<q), 
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перейти к новым переменным U.VVL расставить пределы интег
рирования. 

Решение. Переходим к новым переменным: х^ =иу, 
у^ = VX, Тогда x = u^v^, y=^u^v^. Найдем производные 

= -u^v ^ 
дх 2 ~- - дх 1 
—- = - м ^v\ -— = -
аи 3 av 3 
Якобиан будет равен 

1 1 

Эм 3 dv 3 

I{u,v) = 
u^v ^ 2 - 1 5 1 ' ' 

—и ^v^ — 
3 3 
-. _2 2 9 - - -
-и ^v^ —u^v ^ 

9 9 ~ 3 ' 
3 3 

Уравнения линий принимают вид: и-а, и = Ь, v =р, v = 9-
Область S плоскости Оху преобразуется в прямоугольник G плос
кости Cfuv и по формуле (3) интеграл примет вид 

llf{x,y)dxdy = -jjf(x{u,v),y{u,v))dudv = 

-, b q 

2.4. Вычислить двойные интегралы: а) [ |./1 —г- —^^xdy^ 
7 V а b 

2 2 
X У 

где область S ограничена эллипсом — + ^ = 1; 
а b 

б) J J xydxdy, где область S ограничена линиями у = ах^, 
S 

у = Ьх^, у^ = рх, у^=дх (0<а<Ь, 0<р<д), 
Решение, а) Переходим к обобщенным полярным коорди

натам X = ар cos(jO, y = bpsm(p. 
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Якобиан будет 

. . |aCOS(2) -<2psin(2)| 
/(р,(р = . ^ ^ ^ =ai 'p. 

psincp bpcoscp I 
Пределы интегрирования: 0<(р<2ж, 0 < р < 1 . Таким 

образом, интеграл в обобщенных полярных координатах при
мет вид 

' 2л 

jUl-^-^dxdy = ab] d(p]p^^dp = 
S ^ ^ ^ 0 0 а- У 

2л аЪ "т/О-"') аЬ = —каЬ. 
3 

б) Переходим к новым переменным у = их^, у^ - их, тог-
2 1 1 3 

да x = w ^t;^ y-u^v^. 
Вычисляем якобиан преобразования 

7 1 . 2 4 I 

/(«,и) = 

2 -- - 1 
5 5 
^ 6 3 т _i _2 

W ^V^ —и ^V ^ 

8 1 6 - 1 4 1 -? -? 1 
= м ^i; ^ + — W ^у ^ = — 5^«^г; 25 25 

5 5 
Уравнения линий принимают вид: 

и=а, и=Ь, v = р, v = q. 
Область S плоскости Оху преобразуется в прямоугольник 

G плоскости (Xuv. Тогда по формуле (3) будем иметь 

\\xydxdy = —J^wjw ^̂ ^w ^иЫ ^v Ыи = — \ d u \ u ^иЫи = 

1 b _n I 

6 8 

/" 8 8Л 
q^ —p^ |M 

V 
48 

5 

( --

r ' 
V 

_6 Y - - ^ 
-a ^ \q^ -p^ 
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16.3. Вычисление площадей плоских фигур 
и площади поверхности 
1°. Площадь плоской фигуры в прямоугольных координа

тах, ограниченная областью Z), находится по формуле 

S = \\dxdy. (1) 

Если область D определена неравенствами а<х<Ь, 
(р{х)<у<\1/{х), то 

b v(^) 

S = ̂ dxjdy. (2) 
а (р(х) 

2°. Площадь плоской фигуры в криволинейных координа
тах находится по формуле 

S = jj\l\dudv, (3) 

где 

/ = 

Эх 
\ди 

Эх 
ЭУ ^ О в области G. 

В частности, если область G задана в полярных координатах 
и определена неравенствами а<(р< Р, /((р)<р<1/л((р), то 

S=\\pd(pdp=\d(p 1 pdp, (4) 
G а f{<p) 

3°. Если гладкая поверхность задана уравнением 
z = z(^x,y), то площадь поверхности находится по формуле 

^=я, + 
Эг 

Эх 
• — dxdy. (5) 
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где D — проекция данной поверхности на плоскость Оху. 
Аналогично, если поверхность задана уравнением 

х = л: (у, z), то 

ни Щлук. (6) 

где D — проекция поверхности на плоскость Oyz\ если поверх
ность у = у{х, z), то 

'-и + 
Эу 
Эг 

dxdz. (7) 

здесь D — проекция поверхности на плоскость Oxz, 
3.1. Найти площадь плоской фигуры, ограниченной лини

ями: а) у = Vjc, >? = 4vx и х = 1;б) у = 1пх, х-у = \, л: = Ои 
у = -2. 

Решение, а) Построим параболы и прямую (рис. 16.15.). 

Рис. 16.15 

Согласно формуле (2) имеем 

1 4>/1 1 

S = \dx \ dy = 3\yjxdx = 2x 
о VI о 

б) Построим область, ограниченную линиями (рис. 16.16.). 

= 2. 
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Рис. 16.16 

Поскольку область ограничена линиями, имеющими раз
личный аналитический вид, то при вычислении площади ее сле
дует разбить на две части прямой у = - I. Вся площадь равна 
сумме интегралов 

о е*" - 1 е*' о - 1 

S = ldyl dx'hjdy\dx = j{e'-{l + y))dy + le'dy = 
-1 \+у -1 -2 

+ е' 
1-1 

1 1 
2 • 

3.2. Вычислить площадь, ограниченную линиями: 
а) p = a{l-cos(p), р = а и расположенную вне круга; 
б) ( х Ч / ) ' = х Ч / ; в ) х Ч / = 4 , ху = л/з (х>0, J ; > 0 ) B 

полярной системе координат; г) х"^ = а^ (х^ - Зу^). 
Решение, а) Представим кардиоиду и круг на рис. 16.17. 

р=а(/-со5ф) 

р=а 

Рис. 1617 
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В силу симметрии относительно полярной оси достаточно 
найти половину искомой площади. Для этого воспользуемся 
формулой (4) 

П fl(l--COS^) It 

—S-\d(p \ p(ip = —jfa^( l -cos^)^-aMJ^ = 
о 

a^ | ( - 2cos9 + cos^^)^^ = — -2sin^|^ +—f(l+cos2^)<i^ 

a 
7 Ф + —sm2^ 

V 
1 л 

a 
= — Ж , 

4 
Таким образом S = —па 

2 
б) Так как переменныехиув четных степенях, то фигура 

симметрична относительно координатных осей. Запишем урав
нение линии в полярной системе координат x = pcos<p, 
y = psin(p: р^ =p^(cos'*^ + sin'*9) или р^ =cos^ (p-^sin"^ (р. 
Для нахождения площади воспользуемся формулой (4) 

2л (cosV+sinV)-
lcos'̂ <p + sin'*(p S=jd(p j Pdp=-j(c 

0 0 ^ 0 
л 2K Л 2Л 

= - J ((1 + COS 2(pf 4- (1 - COS 2(pf )d(p = -j{l + cos^ 2(p)d(p = 

l( 1 ^̂  ^ I f 1 
= — 2;r + —J(l + cos4^)J9 =— 2я +—2я 

V о ) \ 
4 

в) Представим площадь, ограниченную заданными кривы
ми, на рис. 16.18. Из совместного решения уравнений кривых 
находим координаты точек А и В: 
х^ + у^ =4, ху = л/з j c ' + ^ = 4 => X ^ - 4 J C ' + 3 = 0 => 

;с,2=±л/з, х,,=±1 =^ .4(1, л/з), В(У1ЗЛ). 
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рис. 16Л8 

Я 
Зная координаты точек A^^B,^^ъ выражений tg j8 = — = — 

X 1 1 ^ к 71 
и tg а = —г= находим, что полярный угол меняется от — до —. 

л/З 6 3 
Полярный радиус меняется от кривой jcy = v3 до окружности, 

т. е. от pcos(ppsin<p = v3 или от р = 
/ Гъ \ 

Sin ф COS ф 
до 2. 

Отсюда по формуле (4) будем иметь 
|2 

1̂ -s = ]d(p \ pdp = -:-]p'^ 
г \- ^ 

^ > 6 
sin<pcos^ I 

d(p 
7з 

sin<jocos^ 

1 

I 
If 

4 — ^ 
sin ф COS (р 

л: л/з f d(p _к л/З г t/ tg ф _ 
3 2 J sin (jO cos <)!> 3 2 i tg(p 

6 

=f-^J"M л: >/з 
n_ 3 2 
6 

3 
П ч/з, 

= ^—^^1пЗ. 
3 2 

г) Поскольку левая часть уравнения кривой 
х^ = а^ [х^ -Ъу^ j всегда положительна, то х̂  > Ъу^. Воспользу
емся полярными координатами р^ cos^ ф > Зр^ sin^ <р или 
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1 Гъ л: ^ ^к \%(р<-. Откуда tg<p<±— и <<р<— (рис. 16.19). 
3 3 6 6 

я/6 
-о\ о 

Рис. 16.19 

В силу симметрии лемнискаты относительно координат
ных осей достаточно найти площадь одной четвертой части при 

71 
0<(р<—. Уравнение кривой в полярной системе будет 

6 
flf^(cos^(jf>-3sin^(jo) 

р = . Таким образом, площадь будет 
cos ф 

a(cos^ (p-3sm^ <РУ 

S = 4Jd(p J pdp = 2a^j 9 f cos^(p-3sin"(Z) , 
J 7 T^d(p = 
;J cos <p cos (p 

= 2a' | ( l-3tgV)^tg(p = 2a'(tg<p-tgV) -^a' 

3.3. Вычислить площади, ограниченные линиями: 
2 2 2 

г)х^+у^=а^\ б) ху = а \ ху = Ь^, х = ау, х = Ру, х>0, 

у>0, а>Ь, а> р. 
Решение, а) При вычислении площади, ограниченной аст

роидой, переходим к обобщенным полярным координатам 
х = рcos^ ф, y = psm^(pu вычисляем якобиан 
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I cos^ (p -Ър cos^ 9 sin ̂  I 
|sin^<p 3psin^^cos(p 

= 3p (cos"̂  (p sin^ (p + cos^ (p sin"̂  9>) = 3p sin^ <p cos^ (p. 

Площадь, расположенная в первом квадранте, согласно 
формуле (3) будет равна 

1 2 а ^ 2 2 

- 5 ' = 3 | J(jo[psin^^cos^(p(ip= \s\n^2(pd(p = 

2 1 2 За 1 
8 2 J(l-cos4(p)J<p = ^ a ' ^ 8 

3 2 Таким образом 5" = -ка . 
8 

б) Введем новые переменные и, v по формулам ху = и^, 
i _i 

X = уу. Откуда x = uv^, y = uv ^, Вычислим якобиан 

/ = 
V^ —UV 

л 1 л 
V ^ UV ^ 

-к-UV ^ +UV ' ) = - i UV 

Пределы изменения новых переменных: Ь<и<а и 
Р <v<a. Согласно формуле (3) площадь будет равна 

а а 2 
S = jdujuv-4v = — In и 

2^ ' р 

3.4. Найти площадь поверхности: а) конуса х^ =у^ +z^, 
расположенного внутри цилиндра х^+у^=а^; б) сферы 
х^ +у^ + z^ = 2а^, расположенной внутри конуса у^ =х^ -i-z^; 
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в) сферы х^ л-у^ л-2^ ^а^^ вырезанной поверхностью 
( x 4 / f = a ^ ( x ^ - / ) . 

Решение, а) Из уравнения конуса имеем 

-I X -у , т — = 
9z у 

1+ 
дх I Л Ьу 

Ъх 7 ^ ^ ^ Г 7 ' Ьу V ? ^ ' 

4ix 
= .1+ x'-у''^'х' 

у 
- / /̂?^ У 

Часть конуса, расположенная в первом октанте, проекти
руется на четверть круга, ограниченного окружностью 
х^ +у^ =а^ и осями координат Ох, Оу. Эта четверть круга яв
ляется четвертой частью области интегрирования D. Посколь
ку поверхность конуса расположена в восьми октантах, то 
искомая площадь равна 

xdxdy S = 8N/2 JJ 
^14^г^' 

Перейдем к полярным координатам л: = pcos^, j^ = psin^, 
тогда 

2sin^(p = ^^ х = 0, ^ = 0| 

п 4sm(pcos(pd(p = 2tdt, Jc = —, t = l 
4 

= 4а^ arcsinn =2a^7i, 
lo 

= 4a'\ dt 

i ^ i 

6) Поскольку конус расположен вдоль оси Оу, то площадь 
заданной поверхности у = V 2а^ -х^ -z^ будем находить по 
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формуле (7), где D — проекция поверхности на плоскость Oxz. 
Приравнивая у в уравнениях сферы и конуса, находим проек
цию поверхности на плоскость Oxz х Л-z -сг. Частные про-

Ъу X Ъу Z 
изводные равны — = — , ^ ^ , , — = — / , , 
Так как конус в сфере вырезает две равные поверхности, то 

z" 

S = 2f [ J l+ ^ • -^ , ^ , ^dxdz = 

= 1аЩ\ . ^"^^ • 
D л12а —X —z 

Переходя к полярным координатам, получим 

S = 2a.f2j]-f£pl^ = -2aj2.2n-]{2a'-p')~^d{2a'-p') = 

-Г 
1о 

в) Запишем уравнение поверхности в виде z = 'sja^ -х^ -у^ 
и найдем частные производные 

dz X dz у 
дх ^а'-х'-у'' ^У ^а'-х'-у'' 

Так как направляющей цилиндра является лемниската, то 
в сечении со сферой имеем четыре равных лепестка и площадь 
поверхности будет равна 

5 = 4 f f j l+ , \ ,^ , \ dxdy = Aa\\-^=^= 
Ĵ JV а'-х'-/ а'-х'-у' •" ^Ца'-х'--' 

dxdy 

У^ 
Переходя к полярным координатам, уравнение лемниска

ты примет вид р^ =а^ cos 2(р, а площадь поверхности вычисля
ется интегралом 
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п_ к 
\ayJcos2(p 

d(p = 

1 л 

= 8«'(V2cos(p + (p)h =8« ' | I - V 2 + - 1 

16.4. Вычисление объемов тел 
Объем цилиндрического тела, ограниченного сверху непре

рывной поверхностью z = f(x,y), снизу плоскостью Z = О и с 
боков цилиндрической поверхностью, вырезающей на плоско
сти Оху область S (рис. 16.20), равен 

V = jjf{x,y)dxdy. (1) 

X/ 

z=f(x 

<:" Т^ 

.у) 

у 

Рис. 16.20 
В ряде случаев вычисление объемов цилиндрических тел 

более сложной формы целесообразнее представлять в виде сум
мы (разности) объемов нескольких тел. 
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4.1. Найти объем тела, ограниченного поверхностями: 
а) ẑ  = ху, X = а, х = О, у-а, у = 0\ 
б) y = ^fx, з; = 2л/х; x + z = 3, z = 0; 
B ) X ^ + J ^ ^ = 2 X , z = ax, z = bx [a>b); 
r) x̂  + j ; ^ + ẑ  = iг^ x^+y^ =Rx (внутри цилиндра). 
Решение, a) Тело, объем которого требуется найти, ограни

чено сверху поверхностью z = ^ху, с боков плоскостями х = а, 
у = а. Половина тела показана на рис. 16.21. 

Рис. 16.21 

Рассматривая это тело как цилиндрическое, его объем по 
формуле (1) будет 

4г V = lU^fxydxdy = 2\yfxdx\yjydy = —\yjxy 

3 а 

О 

3 3 

dx = 

=—а^ \yjxdx = —a^x^ 
3 J 9 

Ла'. 
9 

б) Данное тело с боков ограничено цилиндрами у = ^/х и 
у = 2л/х, сверху плоскостью х + z = 3, снизу плоскостью z = О 
(рис. 16. 22). Поскольку тело цилиндрическое, то для нахожде
ния его объема воспользуемся формулой (1) 
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2v& 

J/= и ( 3 - х)cicflTy = J(3 - jc)fltc J flfv = J 
D 0 ^ 

r 1 3 \ 

^ 3 9 5 4 

\ 

18 

/o 
5 5 

12л/з 

Ух = 

Рис. 16.22 

в) Сверху и снизу тело ограничено плоскостями z = ах и 
Z = Ьх. Боковая поверхность — цилиндр единичного радиуса 
(рис. 16.23.). 

Рис. 16.23 
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Проекция тела на плоскость Оху представляет круг. Что
бы воспользоваться формулой (1), представим объем тела раз
ностью объемов двух цилиндрических тел, ограниченных снизу 
плоскостью Z = О, а сверху плоскостями z-ax\iz = bx, соответ
ственно. Таким образом, будем иметь 

V = V^-V2 = Uaxdxdy- Ubxdxdy = [a-b)\\xdxdy. 
s s s 

Поскольку область интегрирования S круг, то при вычис
лении двойного интеграла целесообразнее перейти к полярным 
координатам х = р cos ф, у = р sin (р. Уравнение окружности 
будет р = 2со8ф. Объем равен 

2 2со8ф 

V = 2{а-'Ь)\ \ р^^ cos(pdcpdp =2{a-b)\cos(p—\ 
о о 

2cosflJ 

d(p = 

16 ^ д 2 
= — (а-b) \cos"^(pdcp = —(а-b) \(\ + 2cos2(p + cos^2(p)d(p 

^ о ^ о 

• -(а-Ь) —+sm2(p 
2 

2 1 ^ -
+ — U\ + cos4(p)d(p 

V 

4 f 
= -{a-b) 

я я 1 

= (а-Ь)я. 
г) По условию задачи требуется найти объем тела, вырезан

ного цилиндром х^ +у^ =Rx из шара х̂  +y^+z^ =R^ (рис. 16.24). 

Рис. 16.24 
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Рассмотрим четвертую часть тела 

1К = jj7i?'-x'-/d!xJ;;. 

Поскольку область интегрирования S полукруг, то целе
сообразно перейти к полярным координатам. Полярное урав-

к нение полуокружности при изменении (р от О до — будет 
р = i?cos^. Таким образом 

/?cos^ Rcos<p 

d(p = 

)3 I 
—][\-sm'(p)d(p = — —+\{\-cos^ (p)d cos({> R' n__l_ 

2 3 

4,2. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями: 

б ) z ^ - x ' = f l ^ z ^ - У = a ^ 2 = ал/2; 
л ^ ' >^ ' ^ ' , 

а о с 
т) z — хЛ-у^ ^ = 1, ^ = 2, J^^JC, 7 = 2л:, z = 0 (jc>0, >^>0). 

Решение, а) Тело ограничено двумя пересекающимися 
цилиндрическими поверхностями. Для нахождения его объе
ма рассмотрим восьмую часть (рис. 16.25). Тогда объем ра
вен 

S 0 0 

= %\[R^ -x^)dx = %{R^x--xA =—R\ 
0 V Jo "̂  
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Рис. 16.25 

б) Тело ограничено двумя пересекающимися гиперболи
ческими цилиндрами и плоскостью z = av2 (рис. 16. 26). Для 
нахождения объема рассмотрим четвертую часть. Проектируя 
на плоскость Oyz, будем иметь 

яч/2 д>/2 yjz'-a' ayfl 

V = 4Jdz J ylz^-a^dy = 4 J {z^-a^)dz = 4 ^ 2 a z 
v3 . 

= 4аЦ- = V(2_V2). 

Рис. 16.26 
в) Тело представляет трехосный эллипсоид. Найдем объем 

его восьмой части. Для этого перейдем к обобщенным поляр-
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ным координатам, положив x = apcos^, >' = fepsin^, тогда 
якобиан преобразования будет / = аЪр. Объем равен 

I 2 2~ 
К= 8 л cJ l -^ -^r fxr fy = %аЪс\\^\-р^^оъ^(р - p^sin^cppdpdcp = 

о Y с* с/ ^ 

= 8а6сJ£/<р[(l-р^)2 рс/р = -abc\d(p = —каЬс. 
0 0 -^ о -̂  

у 

г) Перейдем к новым переменным, положив ху = и, — = v, 

тогда X = д I—, у = \luv. Вычислим якобиан преобразования 

/ = 

1 1 
2 yjiw 2\u 

__L IZ 1 IZ 
2viv 2\v 

2v' 

Объем тела в новых переменных будет равен 
, 2 2 { 1 1 л 

—dudv = 

4Н-'И / 3 1Л . 
2 ^/у = - ( 2 л / 2 - 1 ) 

Л 
- 2 У 2 +2v^ 

V У 

v^ (2>/2-l). 

16*5* Приложения двойного интеграла 
к механике 
1°. Масса пластинки, занимающей область 5 плоскости 

Оху, определяется по формуле 

m=\\5{x,y)dxdy, (1) 
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где 5{х^у^ — поверхностная плотность пластинки в точке 

2°. Статические моменты пластинки относительно коор
динатных осей Ох и Оу вычисляются по формулам 

m^=^^8{x,y)ydxdy, 
S 

т^ = \\5i^x,y)xdxdy. (2) 

Координаты центра тяжести пластинки 

^ с = - ^ ' Ус^—^ (3) 
т т 

где т — масса пластинки. 
3°. Моменты инерции пластинки относительно координат

ных осей и начала координат определяются по формулам 

S 

(4) 
Io=lAK=\\5{^,y)[^"+/)dxdy. 

s 
Момент инерции /Q , равный произведению массы на квад

рат расстояния до полюса, принято называть полярным момен
том инерции. 

Если пластинка однородна, то в приведенных формулах 
следует положить 5 (х,>^) = 1. 

4°. Для однородного цилиндрического тела с образующей, 
параллельной оси Oz, ограниченного поверхностью z = z(x,;;), 
которая проектируется на плоскость Оху в область 5, стати
ческие моменты относительно координатных плоскостей опре
деляются по формулам 
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т^. =-jjz^dxdy, т^^ =jjyzdxdy, m^ =jjxzdxdy. 
^ s s s 

Отсюда координаты центра тяжести будут 
w„ 

х^ = • Ус=-
т^ т^ 

^ с = -

(5) 

(6) 

где т = \\zdxdy 
т т т 

масса цилиндрического тела. 

5°. Моменты инерции однородного цилиндрического тела 
относительно координатных плоскостей находятся по формулам 

^xz = \\y^zdxdy, ly^ = j^x^zdxdy. 
s s 

Момент инерции относительно оси Oz равен 

(7) 

(8) 

5.1. Найти массу пластинки, имеющей форму прямоуголь
ного треугольника с катетами ОА = а и ОВ = 6, если плот
ность ее в любой точке пропорциональна расстоянию точки 
от катета ОВ. 

Решение. Запишем уравнение прямой АВ, воспользовав
шись уравнением прямой в отрезках на осях 

^ + —= 1 или У = Ь\ 1 - -
X 

= 1 или y^tfl 1" 
а b [ а^ 

Пользуясь формулой (1), находим, что масса пластинки 
(рис. 16.27) будет 

т = 11 bcJxdJy = ^ I xdx \ dy = кЬ\\ 

= kb ̂ х' X кЬа 

dx = 

где к — коэффициент пропорциональности. 
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5.2. Найти координаты центра тяжести плоской фигуры, 
ограниченной линиями: д) у-х^, х = 2, у = 0\ 6) у^ = х^ - х"^ 
(х>0) ; в) р = л(1 + со8(р). 

Решение, а) Покажем заданную плоскую фигуру на рис. 
16.28. Учитывая, что пластинка однородна, находим по фор
мулам (1) ее массу 

2 х- 2 g 

m=\dx\dy=\x^dx = —. 
о о 

Рис. 16.28 

По формулам (2) находим статические моменты относи
тельно координатных осей 
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^ 1 2 .г 

4 2 . 4 

т^ ^^xdxdy ^\dy \ xdx ^ —\{А — y^dy = А, 
S о >/v О 

Координаты центра тяжести по формулам (3) будут 

т 2' 
_т^ _6 

Ус'" ~~ ^ * 
т 5 

б) При X > О данная кривая ограничивает пластинку, 
симметричную относительно оси Ох (рис. 16.29). В этом слу
чае у^ = 0. 

Рис. 16.29 

Масса пластинки равна 
1 X л / Г ^ 

m = 2Jdx j dy = -j{l-x^yd{l-x^) = -
0 0 о 

Статический момент относительно Оу 
1 JCN/Ь? 1 

т^= \\xdxdy = 2\xdx \ dy = 2\x^yl\'-x^dx = 
о 

-Jsin^2rc/̂  = -j(l-cos4/)6f^ = —, 

S 0 0 

x = sinr, х = 0, ^ = 0 

dx = costdt, x = L t=—\ 
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Таким образом 

х^ = 
гПу _ Ък 
т 16 

в) Поскольку кардиоида симметрична относительно поляр
ной оси (рис. 16.30), то у^ = 0. 

Рис. 16.30 

Масса пластинки и статический момент относительно оси 
Оу находятся по формулам 

m = J J dxdy; m^ = J J xdxdy. 
s s 

Переходя к полярным координатам 
x = pcos(p; y = psm(p, 

будем иметь 
я a(l+cos<p) jc 

т = \\ pdpdcp = 2\d(p \ pdp = a^Ul + coscpf d(p = 

= a 
1 . • U 1 - 2 
l + 2sin(jO + — (p-^-sm (p 

3 2 
= —na. 

,0 2 
a(l+cos^) 

my = \\ pcos(ppdpd(p = 2\cos(pd(p j p^dp^ 

- a^ J (cos (рл-Ъ cos^ ̂  + 3 coŝ  (p + cos"̂  (p)d(p = 
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la' 
3 

ЗГ 1 . , sin<pH-— <р + —sin2(p + 3 sin(p—sin^ip + 

+ -
1 / 1 1 . (р + sin 2ф + — <р + —sin 4^ = —а ;г. 

4 
Отсюда 

т, 5 
m 6 

5.3. Найти момент инерции относительно оси Оу площади 
треугольника с вершинами ^(0, Id), В{а, 0) и С{а, а). 

Решение. Покажем треугольник на рис. 16.31. 

у 
2а 

0 

А 

С 

С(а,а) 

В 
г X 

Рис, 16.31 

Уравнение прямой V4JB: — + — = 1 или 7 = 2 ( а - х ) ; прямой 
а 2а 

х-а у-а _ 
АС: = или у = 2а-х. 

-а а 
Момент инерции по формуле (4) 

2а-х 

Iy = \\x^dxdy=\x^dx \ dy=\x^dx = 
S о 2(а-х) О 

а 
4 

5.4. Определить моменты инерции /^, / , /Q прямоугольной 
пластинки, ограниченной линиями х = 0, х = а, у = 0 и у = Ь, 
если плотность ее в каждой точке равна квадрату расстояния 
точки от начала координат. 
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Решение. Учитывая, что поверхностная плотность пластин
ки в точке 5{^х,у)-х^ Л-у^, по формулам (4) будем иметь 

О о 

а 2 У b 
X + -

5 Л а о 

о о 

шх = аЬ^ 
) 

а к 

-Л 
/о = j j (^ ' +;^')' dxdy = JrfxJ(x' + 2 х ' / + /)dy = 

и 9 1 , -кЛ а и х^Ьл х^ \dx = a^b 
3 

а 
— + -
5 9 

а b 

О О 

= ]\х% + -х'Ь'-¥-
•J \ 

dx = ab 
, 5 9 5 

5.5. Найти полярный момент инерции площади, ограни
ченной линиями: д^у-А-х^ и у-0\ б) р^ =а cos2(р. 

Решение, а) Покажем пластинку на рис. 16.32. 

-2 о ' 2 

Рис. 16.32 

По последней из формул (4) имеем 
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2 А-х"-

S -2 0 

=^](4x'-x'+-(4-x'f\lx = 

3 

4-х^ 

dx = 

4х' х' 1Л^ 316 3 
3 5 3 3 

+3-4 
5 Ъ -2 

4 1 6 64 64Г 
: + — 

3 5 3 ^ 

4-4+—--1=47,54. 
5 7 

б) Кривая представляет лемнискату Бернулли (рис. 16.33) 

'^ 

Рис. 16.33 

Переходя в последней из формул (4) к полярной системе 
координат, будем иметь 

4 a^<Ms2<f> 

/̂  = \\{х^ + y^)dxdy = jjp^dpd(p = 4Jd(p j p^dp = 

= a"̂  J cos^ 2(pd(p = — (p +—sm4(p ка 

5.6. Найти координаты центра тяжести цилиндрическо
го тела, ограниченного поверхностями: х^ + j ^ = а^^ z = у, 
z = 0. 

Решение. Цилиндрическое тело показано на рис. 16.34. 
По формулам (5) находим статические моменты 
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Рис. 16.34 

1 г л/7^ 

^ S ^ -а О ^ 0 0 
4 п 4 

m ,̂ = \d(p\p^ sin^ <prf̂  = a n 

к a 4 Л-

ŵ._ = \d(p\p^ sm(pcos(pdp =—|sin^Jsin(p = 0 
0 0 

Масса тела 
к a 3 л: /> 

m = Uzdxdy = \d(p\ p^ sin (pdp = —J sin (pd(p = —a^ 

Таким образом, по формулам (6) будем иметь 

^ Зап Зал 
х=0, у= , z= . 
' ' 16 ' 32 

5.7. Найти координаты центра тяжести и момент инерции 
2 2 2 

т ^ У ^ л 

1^ ДЛЯ части эллипсоида - у + 2 "'" ~ ~ ^ расположенной в пер
вом октанте. 
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Решение. Рассматривая часть эллипсоида, как цилиндри-
2 2 

X у 
2 ' ческое тело, ограниченное поверхностью z = c J l - ^ 

проекция которой на плоскость Оху представляет область: 
Ъ I 2 Т X = о, у = о, у = —\1а -X по формулам (5) находим стати-
а 

ческие моменты 
b гт— 
—yja -X 

т^ =vj<b J , _ £ : _ > • ' ^ 
а ' ь' 

dy = 
J 

be 
Ъа' 

\](a'-x'jdx = ^abc\ 
16 

ь ri—i" 
-л/а -X ^ 

a a I 

m. :jdx J У i-i y'' 
a ' b' 

dy^ 
J 

cb 2 a ,_£l_z!'^ 
a J 

{"Я 
dx 

cb^ 
3a' 

j{a^^x^ydx=~ab^c. 

По аналогии находим, что m,̂  =—a^bc. 
'" 16 

Поскольку тело однородно 6=1, то масса тела численно 
71 

равна объему и находится из решения (4.2.в) V = —аЬс. 
6 

Таким образом, по формулам (6) имеем 

х^=1а, y^=h, z^=lc. 

При вычислении момента инерции /^ по формуле (8) 
воспользуемся интегралами (7) 
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I^=jl/zdxdy = -]y'dy 
S ^ 0 

b f 2\ 

0 у ^ ) 
Аналогично 

Гпава 16 

P 

dy = —nab^c. 
15 

-x^dx = 

I^^ = iix^zdxdy =—Tta^bc. 
s ^^ 

Таким образом, 

16*6.1^ойной интеграл 
1°. Тройной интеграл является обобщением понятия двой

ного интеграла на случай функции трех переменных f(x,y,z) 
и представляет конечный предел трехмерной интегральной сум
мы в области V 

j\jf{x,y,z)dxdydz = Jirn^^ X S X /(^.'>'у'^*)^.АИуАг„(1) 
С) тахАуу-^0 

max Az^ -^0 

J к 

где Ax.Aŷ .Aẑ  =(x-^i-x.)(>^^.^i->;^.)(z^^i-zj — объем элемен
тарных областей, на которые разбивается пространственная об
ласть F. 

Для непрерывной в области F функции /(x,jv,z) предел 
(1) существует и не зависит от способа разбиения области Кна 
элементарные области объемом Ax-Aŷ Aẑ ,̂, от выбора точки в 
каждом элементарном объеме, в которой вычисляется 
/ (х, j ^ , z) , и от способа стремления наибольшего диаметра эле
ментарной области к нулю. 
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Основные свойства тройных интегралов аналогичны свой
ствам двойных интегралов. 

2°. Вычисление тройного интеграла сводится к последова
тельному вычислению трех обыкновенных определенных ин
тегралов 

\\\f{x,y,z)dxdydz^^dx \ dy ^ f{x,y,z)dz. 2̂) 
^ х\ УМ Ф^У) 

Если внутренний интеграл берется по переменной z, то пе
ременные (х, у) при интегрировании его рассматриваются как 
постоянные величины. Пределы интегрирования во внутрен
нем интеграле, как правило, являются переменными и зависят 
от (х, у). Таким образом, задача сводится к вычислению двой
ного интеграла, у которого пределы интегрирования внутрен
него интеграла в общем случае зависят от переменной х, а 
пределы интегрирования внешнего интеграла постоянны. 

3°. Пусть в тройном интеграле требуется от переменных х, 
у, Z перейти к переменным и, v ,w, связанным соотношениями 

x = x{u,v,w), y = y{u,v,w), z = z{u,v,w). (3) 

Функции (3) осуществляют взаимно-однозначное и непре
рывно дифференцируемое отображение области G пространства 
OuvwH2i область Кпространства Oxyz. Если якобиан этого ото
бражения 

не обращается в нуль на G и функция /[x^y^z) непрерывна в 
области К, то справедлива формула 

/ = 

Эх 
ди 
ду 
ди 
dz 
ди 

дх 
dv 
ду 
dv 
dz 
dv 

дх 
dw 
ду 
dw 
dz 
dw 

^0 
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\\\f{x,y,z)dxdydz = 
V 

=jjJ/(x(w,y,w),j^(M,t;,w),z(w,u,w))|/|Ji/Jt;fi?w. (4) 
G 

Производить замену переменных по формулам (3) следует 
в том случае, если область интегрирования G в интеграле (4) 
значительно проще области V. 

Если при вычислении тройного интеграла целесообразнее 
перейти от переменных x,y,z к цилиндрическим координатам 
p,(p,z (рис. 16.35), связанным с декартовыми координатами со
отношениями 

x = pcos^, j ; = psin(p, z = z 
(0<р<+оо, 0<(р<2я, -oo<z<-l-oo), 

где якобиан преобразования равен 

|cos9 - p s i n ^ 0| 
/ = sin^ pcoscp О = р , 

I О О l | 
то формула преобразования имеет вид 

\ljf {x,y,z)dxdydz = jjjf {pcoscp,psincp^z)pdpdcpdz. (5) 

М(р,ф,2) 

Рис. 16.35 
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В случае перехода от декартовых координат х, у, z к сфе
рическим координатам р,(р,в (рис. 16.36), связанным с x,y,z 
соотношениями х = psin0cos(p, j ; = psin0sin(p, z = pcos0 
(0<p<-l-oo^ 0 < ф < 2 я , 0<в<к), где якобиан преобразо
вания равен 

|sin0cos^ -ps inSs in^ pcos0cos^| 
/ = sin0 sin ̂  p sin 0 cos (p p cos0 sin (p\ = p^ sin^, 

I COS0 0 -ps in^ I 

формула преобразования тройного интеграла имеет вид 
j\\f{x,y,z)dxdydz = 

V 

= J j j / ( p s i n 0 c o s ^ , psin0sin(p, рсо8в)р^ sinOdpdcpde. (6) 

М(р,ф,0) 

рис. 16.36 
1 X V 

6.1. Вычислить следующие интегралы: а) \dx\dy\xyzdz; 
0 0 0 

2 ylYx 1 Vl-x^ /̂i-7-7 
б) jdx j dy^z^x^+y^dz; в) jJjc j Ф̂  j yjx^+y^+z^dz. 

0 0 0 0 0 0 

Решение, a) Вычисление тройного интеграла начинается с 
вычисления внутреннего интеграла. Полагаяхиу постоянны
ми, интегрируем по z, тогда получим 
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\ X 2 к ^ 1 JC 

0 0 ^ \о ^ 0 0 

Таким образом, тройной интеграл свелся к двойному. Вы
числяем теперь двойной интеграл 

1 4 1̂  -• 1 ^ 1 4 Г i 1 i 

/ = —|х— dx = '-\x^dx = —. 
2J 4 I Si 48 

6) Данный интеграл следует вычислять в цилиндрической 
системе координат. Однако, целесообразнее сначала найти внут
ренний интеграл по z, а затем перейти к полярной системе ко
ординат 

2 ^2х-х^ 2 1̂  2 2 yllx-x^ 

I = jdx J л/?+/— dy =—jdx J yp+^dy, 
0 0 ^ 1 0 ^ 0 0 

Область интегрирования последнего интеграла показана 
на рис. 16.37. Переходя к полярным координатам х=^ pcoscp, 
j ; = р sin (jf), будем иметь 

2 2 2cos^ 2 2 2 2 ^cos^ ^ 2 2 4 ^ 

/ = — {d(p { p^dp^ \cos^(pd(p^—a^\i^-sm^(p)ds\n(p = 

••—a siiKp—sm <p 2 8 г = —a. „ 9 
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в) Представим область интегрирования на рис. 16.38. Не
трудно заметить, что она займет первый октант единичного 
шара. Переходя к сферической системе координат, 
подынтегральная функция будет равна 

д/х^+У+ z^ =^(ps in0cos^)V(ps in0s in^)^+(pcos0)^ = р 

Таким образом, пользуясь формулой (6) и расставляя пре
делы интегрирования, будем иметь 

2 i 1 
/ = JJJp. р2 sinddlpdcpde = Jsin0J0J JtpjpVp = 

1 2 2 2 

= -jsinedejdq) = ^jsinede = -, 

Рис. 16.38 

6.2. Вычислить интегралы: a) j j j - dxdydz 
- , F—o6-

V (JC + Ĵ  + Z + I) 

ласть, ограниченная координатными плоскостями и плоскостью 

X + j ; + Z = 1; б) JJJ dxdydz, V— область, ограниченная поверх-V 
.2 . ^2 НОСТЯМИ X +у +Z = 2Rz, х -hy =z и содержащая точку 
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(О, о, 7?); в) JJJ zdxdydz, V— область, ограниченная конусом 
V 

х^ +у^ = z^ и плоскостью Z = л. 
Решение, а) Область интегрирования показана на рис. 

16.39. 

Рис. 16.39 

Расставим пределы интегрирования 

>-\\\-
dxdydz 1 \-х \-x-y 

\dx\dy ] dz 
чЗ • у (x + j + z + 1) 0 0 0 {x + y + z + \) 

Полагая xviy постоянными величинами, вычисляем внут
ренний интеграл по z 

1 'г , '7 1 
\-x-y 

1 \-х 

-kl^\ 
о О 4 {х+у + \) к=41 у + -

dy = 

1 
[̂ 4 x+y + \j 

\-х 

dx = 

2J^4^ ^ 2 х+\) 21 8 
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б) Преобразуя уравнение сферы к виду jĉ  +У +(z-7?) =/?^, 
нетрудно заметить, что центр сферы смещен по оси z на i?. 
Таким образом, область интегрирования ограничена сверху 
сферической, а снизу конической поверхностью (рис. 16.40). 
Искомый интеграл в сферической системе координат примет 
вид 

/ = jj^dxdydz = jjj р^ sin edpdOdcp, 

Рис. 16.40 

Подставляя в уравнение сферы сферические координаты, 
будем иметь р =2R cos 0. Расставляя пределы интегрирования, 
получим 

2к 4 IRcosd SR 3 2л 

1= jdcpjsinede J p^dp= jd(pjcos'esmede = 

cos 0 
3-4 

/.л 

jd(p=7tR^ 
0 0 

в) проекция конуса на плоскость Оху есть круг х^ + у^ = h^ 
(рис. 16.41). Расставляя пределы интегрирования в тройном ин
теграле, будем иметь 
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h t 

Переходя к полярным координатам, получим 
^ 2п h л 2к 

н'В—Е 
4 Л 

Рис. 16.41 

h'n 

16Л* Вычисление величин посредством 
тройного интеграла 
1°. Объем тела, занимающего область V, в декартовой си

стеме координат определяется по формуле 

V = ^\\dxdydz (1) 

Масса тела, занимающего область F, определяется по фор
муле 

т = JJJ 5(jc,>',z)d[x^'(iz, (2) 

где 5(jc,>',z) —плотность тела в точке (x,>^,z). 
2°. Статические моменты тела относительно координатных 

плоскостей вычисляются по формулам 
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m^y^^^^b{x,y,z)zdxdydz\ 
V 

т,, = JjJ 5 (х,;;, Z ) >' dxdydz\ 

V 

V 

Координаты центра тяжести тела 

(3) 

•^c •> Ус ' ĉ ~ 
m m m 

(4) 

где m - масса тела. 
3^. Моменты инерции тела относительно координатных осей 

I, = \\\S{x,y,z){y^ -^z^)dxdydz; 
V 

I у = \\\S[x,y,z)(x^ -{- z^jdxdydz; 
V 

l,=j\\S{x,y,z){x^+y')dxdydz. (5) 
V 

4^. Моменты инерции относительно координатных плос
костей 

I^,=lS{x,y,z)z'dV; 

I,,=\S{x,y,z)y'dV; 
V 

I,,=jd{x,y,z)x'dV, 
(6) 

V 

где dV = dxdydz. 
Полярный момент инерции равен 

h-I^+L+Iy.=\5{x,y,z){x'+/-^z')dV. (7) 
V 

5°. Если в теле объема V непрерывным образом распреде
лены массы с заданной в каждой точке М (x,y,z) плотностью 
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<5(M) = 5 (X,3 ; ,Z ) , ТО проекции на оси координат полной силы 
притяжения F на точку A(^x^,y^,z^), в которой, мы считаем, 
сосредоточена единица массы, согласно закону притяжения 
Ньютона, определяются по формулам 

F,=l^5dV; F^=jyZl^5dV; F,=j^8dV, (8) 
V ^ V ' V ' 

где г = yj[x-x^f +{y-ycf +{z-^cf — расстояние MA. 

6°. Ньютоновское поле потенциально. Выражение для 
потенциала поля тела объема V с плотностью 5 на точку А 
имеет вид 

W=^\^. (9) 
V ' 

Если тело однородно, то в приведенных формулах следует 
положить 5(x,>',z) = l. 

7.1. Найти объем тела, ограниченного поверхностями: 
a ) z = jc^+j;^, 2-=х^Л-2у^, у = х, у-2х, х = 1; 
б) х̂  + j^^ = z^, х^ Л-у^ Л-z^ =а^, внутри конуса; 

B ) ( x 4 / + z ' =а^х; г ) — + f 7 + — = -fr-^ ^ а b с п 
Решение, а) Объем тела в декартовой системе координат 

определяется по формуле 

V = \\^dxdydz. 
V 

Тело сверху и снизу ограничено параболлойдами 

Z = X + 2>̂  и Z = х^ + j ; ^ . Проекция тела на плоскость Оху 
показана на рис. 16.42. Расставляя пределы интегрирования, 
получим 
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1 1х Jc^+2/ 1 2х 

V = jdxjdy j dz = jdxjy^dy = -jlx'dx = 
о X х Ч / О л: 12 

Рис. 16.42 

б) Представим искомый объем на рис. 16.43. Поскольку тело, 
заключенное внутри конуса, симметрично относительно начала 
координат, то его объем в сферической системе координат равен 

7Г 

1к 4 

V = 2JJjp^ sinedpdedcp = 2Jd(pjsmede^p^dp = 

2к 

= —а^ j cos0 d(p = Ака '( 4i^ 

Рис. 16.43 
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в) Поскольку уравнение содержит выражение х^ -^у^ л-z^, 
то целесообразно перейти к сферическим координатам 

x = psin0cos^, j ; = psin0sin(p, z = pcos0. 
Уравнение поверхности в сферической системе координат 

будет р = a^indcoscp. 
Переменные yuz входят в уравнение только в квадратах, 

поэтому тело симметрично относительно плоскостей Oxz и 
Оху. Учитывая, что х > О, т. е. все тело расположено в облас
ти положительных значений х, достаточно вычислить четвер
тую часть объема. В первом октанте в сферической системе 

координат переменные изменяются в пределах 0<в< — 
2 ' я 0<(р<—. Подставляя в формулу (1) значение якобиана 

2 
I = р^sin(p, получим 

ж £ £ 
2 2 a^sme_CQS<p 4 ^ ?• 

"з V = 4Jdejd(p J p^sm9dp= j sin^ Odd j cos (pd(p = 
0 0 0 -̂  0 0 

2a' b , .^4 , . яа' j{l-cos2e)de 
3 0 

r) При наличии в уравнении поверхности выражения 
2 2 2 

X у Z 
— + -Y + — целесообразно перейти к обобщенным сферичес-
а о с 
КИМ координатам 

х = ар sin0 cos^, y = bp sin0 sin 9, z = cp cosO, 
Якобиан в этом случае равен / = abcp^ sin в. Уравнение по

верхности в обобщенных сферических координатах имеет вид 
аЬс . 2 ^ /. • р = -71~siî  в cos в sin (р cos (р. Учитывая симметрию и расстав-
п 

ляя пределы интегрирования, будем иметь 
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к к аЬс . 2 л а • 
— — —7"S»n 0 COS у sin С) COS со 
2 2 h^ 

V = SJd(pjde J abcp^ sin edp = 
0 0 

7 
4 -8(abc) {abc)' 

^ - |sin^(pcosV(i(pfsin^0cos^0rf0 = 

7.2. Определить массу: a) пирамиды, ограниченной плос
костями x + y + z = a, х = 0, у = 0, z = 0, если плотность в 
каждой ее точке равна аппликате z этой точки; б) сферичес
кого слоя между поверхностями х^ л-у^ ^-z^ =R^ и 
х̂  + j ; ^ + ẑ  = 4/?^, если плотность в каждой его точке обратно 
пропорциональна расстоянию точки от начала координат. 

Решение, а) Пирамида показана на рис. 16.44. Поскольку 
по условию задачи плотность 5 i^x,y,z) = z, то, пользуясь фор
мулой (2), будем иметь 

а-х a-x-v 1 Г т = \\\ zdxdydz = I dx \ dy Г zdz =—ldx \ (а-х-у) dy = 
V 0 0 0 " - 0 0 

л а f ^ 1 1 '̂  

= 21 ( « - ^ ) V - ( a - > ' ) / + Y dx = -\{a-x)'dx = ^ . 

Рис. 16.44 
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б) Поскольку расстояние точки от начала координат 
определяется выражением yjx^ + у^ -{-z^, то плотность будет 

равна S[x,y,z)= . ===•. Пользуясь формулой (2) в сфе-

рической системе координат, получим 
^ 2к п 2R 

т = ПТ — Р^sinOcipdedcp = JdcphinOde J pdp = 
G P 0 0 R 

^ In \n 
2 dip = 6KR' 

0 lo 
7.3. Найти координаты центра тяжести однородного тела, 

ограниченного поверхностями: x + j + z = l , х = 0, >̂  = 0, z = 0. 
Решение. Масса тела определяется по формуле (2) 

1 1-JC \-x-y \ \-х ч 1 ^ 

m=\dx\dy \ dz =\dx \ {l-'X-y)dy =—Ul-'x) dx =—. 
0 0 0 0 0 ^ 0 " 

По формулам (3) находим статические моменты 
1 1-JC 1 - J C - ; ' . 1 1 - х . 1 . 

m^ = jdxjdy j zdz = -jdxj{\-x-yfdy = --j{\-xfdx = —; 
0 0 0 ^ 0 0 ^ 0 ^ ^ 

1 1 - J C \-x-y 1 \-х -j 1 -J 

^z'=\dx\ydy j 6/z = jt/x j> ; ( l -x - :^ ) t /v = - j ( l - x ) ^ ^ x = — ; 
0 0 0 0 0 ^ 0 ^ ^ 

1 1-JC I - J : - ; ' 1 1-JC ^ 1 ^ 

m̂ ,̂ = J д:(ixJ fify J c/z = jx(ix j ( l -x- j^)( iy = —jx ( l - x ) tic = — . 
0 0 0 0 0 ^ Q 2 4 

Таким образом, по формулам (4) 

1А. Найти координаты центра тяжести сферы дг̂  +У +z^ =2az, 
если плотность в точках сферы обратно пропорциональна рас-



КРАТНЫЕ, КРИВОПИНЕЙНЫЕ И ПОВЕРХНОСТНЫЕ 259 

стоянию этих точек от начала координат. 
Решение. Центр сферы сдвинут по оси Oz на величину 

радиуса. По соображениям симметрии, очевидно, что х^ и у^ 
равны 0. 

По условию задачи плотность равна 5 - . , 

тогда масса 

dxdydz ш-V 7 ^ 4 / H V 
Переходя к сферическим координатам и расставляя преде

лы интегрирования по F, будем иметь 
тг 

2л- 2 2acos0 In 

т= \dcplsinOde [ pdp = 2a^ {d(p]sinecos^OdO = Ака 

0 0 о 0 0 

Статический момент относительно плоскости Оху по фор
муле (3) равен 

zdxdydz т - "' 
1к 2 2acos0 

V \jX +J^ +Z о о о 

-COS Ud cose= 
J 15 

Таким образом, ẑ  =—а. 

7.5. Найти момент инерции относительно оси Oz тела, ог
раниченного поверхностями ẑ  = 2ах, z = О, х̂  + j ; ^ = ах. 

Решение. Момент инерции относительно оси Oz определя
ется по формуле 

I^=jjj[x^+y^)dxdydz 
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Переходя к цилиндрической системе координат (рис. 16.45) 
и расставляя пределы интегрирования, будем иметь 

acos^ lax acosip 

I^=2\d(p \ pdp { (^x^ -\-y^)dz = 2\d(p \ p^ yjlap cos (pd p = 
0 0 0 0 0 

2^/2^-2a^} 
9 

-\cos^(pcos^(pd(p= ^1(̂ 1-sin (pjdsm(p = -
135 

Рис. 16.45 

7.6. Найти: a) притяжение центра основания цилиндра ра
диуса R всей массой цилиндра, если высота цилиндра Л; б) по
тенциал цилиндра на центр его основания; в) момент инерции 
цилиндра относительно его основания. 

Решение, а) Расположим систему координат, как показано 
на рис. 16.46. 

Рис. 16.46 
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Координаты центра основания цилиндра в этом случае 
будут с̂ ^ Л = с̂ ~ О ^ расстояние от произвольной точки 

=^> цилиндра до центра основания г - yjx^ + j ; ^ + z^. 
В силу симметрии проекции силы притяжения F^ и F 

равны нулю. Проекцию силы на ось Oz находим по формуле 
(8), учитывая, что 5 = 1 

=̂=1 zdxdydz 2к R 

'' ( x 4 / + z')2 « 
\d(p\pdp\ zdz 

"(x^Z+z^) 
2;r R 

= -\d<p\ 
Ь д / ? 7 / + ? 

2я R 

pdp = J c/<pj Pdp = 
P yjp'+h' ^ 

= 27t(p-^lp^+h^\ =2ж{ R + h-^JR'+hA. 

6) При нахождении потенциала цилиндра воспользуемся 
формулой (9) 

W = ]dz\[ dxdy _ f ^̂  г ,̂̂  f pdp __ 
о S yjx 

= jdzldcpj-
2 , ,.2 , „2 J J 'J Г 1 , Jl 

+ У +Z 0 0 0 VP + ^ 

= 2njUR^ +z^ -z\dz = 7chUR^ +h^ -h]+7cR^ In h + ylR^+h' 
R 

в) Поскольку основание цилиндра совпадает с плоскостью 
Оху, то воспользуемся формулой (6), где плотность постоян
ная величина 

2л R h^ 2;г R 

I^=\\\z4V^\d(p\pdp\z4z = -\d<p\pdp 
О о 

' 3 D 2 2К h'R' 7 , 7th'R^ d(p = . 
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Л 6.8. Криволинейные интегралы 
р . Определение криволинейного интеграла первого рода. 

Пусть функция/(х, у) непрерывна в каждой точке М дуги L. 
Разобьем эту дугу произвольным образом на п элементарных 
дуг А/р А/2,..., А/̂ , выберем на каждой из них по произвольной 

п 

точке М. и составим интегральную сумму S^ ^^^1{^^оУ^^^г 
Если при стремлении max А/̂  -> О интегральная сумма имеет 
конечный предел, не зависящий ни от способа разбиения дуги 
L, ни от выбора точек М.на элементарных дугах td., то он на
зывается криволинейным интегралом первого рода от функции 
f{M) = f{x,y) по кривой L и обозначается 

\f{x,y)dl= \\т У/{х„у,Щ, 
L 1=\ 

где dl — дифференциал дуги. 
В случае пространственной кривой L криволинейный ин

теграл определяется аналогично 

{f{x,y,z)dl= lim 5^/(x,,>^.,z.)A/.. 
L '=1 

2°. Вычисление криволинейного интеграла первого рода. 
Если кривая L задана уравнением у = (р {х), то криволинейный 
интеграл по длине дуги АВ кривой L вычисляется по формуле 

\f{x,y)dl = ]f(x,(p{x))^\ + {(p'{x)fdx, 
АВ а 

ХОТЯ точнее было бы его обозначить через \f{x,y)\dl\. 

Если кривая задана параметрически 

x = x{t), y-^y{t) {a<t<p), 
то 
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\f{x,y)dl^\f{x{t\y{t))4^^dt. 
L а 

При вычислении интегралов первого рода следует считать, 
что dl = д/х^ -f у^ \dt\. 

Аналогично вычисляется криволинейный интеграл перво
го рода от функции трех переменных / (jc, у, z) по простран
ственной кривой. Если кривая L задана параметрически 

х = х(г), y = y{t), z = z{t) ( a < / < / 3 ) , 
то 

р 
jf{x,y,z)dl = jf{x{t),y{t),z{t)yx^+y^+z^dL 
L а 

3°. Свойства криволинейного интеграла первого рода. 
1. Криволинейный интеграл первого рода не зависит от 

направления пути интегрирования 

\f{x,y)dl=\f{x,y)dl. 
АВ ВЛ 

2. 
^Cf{x,y)dl = C^f{x,y)dl, где С —const. 
L L 

3. 

\{f,{x,y)±f,{x,y))dl = \f,{x,y)dl±\f,{x,y)dL 
L L L 

4. Если дугу интегрирования L разбить на две части Lj и 
L ,̂ то 

\f{x,y)dl = \f{x,y)dU\f{x,y)dl 
L L, L, 

4°. Определение криволинейного интеграла второго рода. 
Пусть функции Р{х, у) и Q{x, у) определены и непрерывны в 
каждой точке М дуги АВ кривой L. Разобьем эту дугу произ-
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вольным образом на п элементарных дуг А/. (/ = !,...,«) и со
ставим интегральную сумму для функций Р{х, у) и Q{x, у) по 

п 

координатам 5„ =Х(^(^"-> ' / )^ / + б(^/'->'')А>^/)' ^^^ Д /̂.ДУ/ -
проекции элементарной дуги А/̂  на оси координат. 

Если при стремлении max Ах. —> О и max Aĵ ^ —> О интег
ральная сумма имеет конечный предел, не зависящий ни от спо
соба разбиения дуги L, ни от выбора точек М. на элементарных 
дугах А/., то он называется криволинейным интегралом второ-
го рода от выражения P[x,y)dx + Q[x,y)dy по направленной 
дуге А В 

lP{x,y)dx-^Q{x,y)dy = Jm^^J^{P{x^^^^^ 

Криволинейный интеграл второго рода иногда называют 
линейным интегралом вектора 

a = P{x,y,z)l-^Q{x,y,z)j + R{x,y,z)k 
вдоль ориентированной кривой L и обозначают 

^(adl)^^Pdx^Qdy^Rdz, 
L L 

где В левой части СИМВОЛ (йс// J — скалярное произведение а и dl , 
Интеграл от вектора а вдоль плоской кривой L опреде

ляется, соответственно, выражением 

j[adJ) = jP{x,y)dx + Q{x,y)dy. 
I L 

5°. Вычисление криволинейного интеграла второго рода. 
Если кривая L задана уравнением у = (р[х), то криволинейный 
интеграл по длине дуги А В вычисляется по формуле 

b 

jP{x,y)dx-\-Q{x,y)dy = j[p{x,(p{x)) + (p\x)Q{x,(p{x)))dx, 
АВ а 
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Если кривая L задана параметрически уравнениями 
x = x{t), y:=y{t)^ где a<t<Р, то 

jP{x,y)dx-\-Q{x,y)dy = 

L 

а 

в случае пространственной кривой x=x(/), y=y{t), z=z[t), 

где a<t < Р, вычисление осуществляется по формуле 

jP{x,y,z)dx + Q{x,y,z)dy + R{x,y,z)dz = 
L 

+ . •R(x{t),y{t),z{t))z{t))dL 

6°. Свойства криволинейного интеграла второго рода. 
1. Криволинейный интеграл второго рода меняет знак на 

противоположный при изменении направления пути интегри
рования 

j Pdx + Qdy = -jPdx-\-Qdy. 
АВ ВА 

2. 
J Pdx + Qdy = j Pdx-\- J Qdy, 

AB AB AB 

Остальные свойства аналогичны свойствам криволиней
ного интеграла первого рода. 

8.1. Вычислить криволинейные интегралы: 

а) Ux + y)dl, где L — отрезок прямой от ^ (1, 0) до 5 (О, 1); 
^ 2 2 

б) \xydl, где L — четверть эллипса —г- + ̂  = 1, лежащая в 
1 « Ь' 
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первом квадранте; в) | x^J/, где L — верхняя половина ок-

ружности х^ +у^ =а^: г) | —г :;-, где L — первый виток 
{x^+y^+z^ 

винтовой линии x = acost, y = asmt, z-bt\ д) Hx-\-y)dl, 
L 

где L — четверть окружности х^ -^-у^ -\-z^ =R^ ^ У = ^-, лежа

щая в первом октанте; е) \{хЛ- 2y)dl, где L: х^ + у'^ =4у, 
L 

Решение, а) Данный интеграл является криволинейным 
интегралом первого рода. Найдем уравнение прямой. Восполь
зуемся уравнением прямой, проходящей через две точки 
у-0 х - 1 

= ; у^-х + Х, 
1-0 0 - Г Имеем: У = - 1 , dl = J\ + {y'fdx = ^dx, Таким образом: 

j{x + y)dl = j{x-x + \)yf2dx = yl2x\ =л/2. 
L О 

б) Перейдем к параметрическому представлению эллипса: 
x = acost, y = bsint, x' = -asinty y' = bcost, 

dl = '^xf-^yfdt = yja^sin^t + b^cos^tdt. 

Искомый интеграл примет вид 

2 

\xydl = J afesintcostala^ sin^ t + b^ cos^ t dt = 
L 0 

2 . 

= ab\smtJa^ ^m^t + b^ (l -sin^ t^dsmt = 

ab 

2 o 
j^(a ' -6 ' )s in ' / + fe't/sin'/ = 
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аЬ 
2(a^-6^)i 

\[(а' -b^)sm' t + b'J d[[a' -b')sm' t + b') = 

ab 
Ъ[а^-Ь^) 

[{a'-b')s\n4 + b')' 

ab / -L , i \ ab a^-hab-hb^ i-'-f'h a + b 3(a'-b'y 
B) Перейдем к полярной системе координат: х = pcos^, 

3; = р sin (р. Уравнение окружности будет 

р = «, а dl = ^р^ + p'^dq) = yla^ + Od(p = ad(p. 
Искомый интеграл примет вид 

\x^dl =\р^ cos^ (padcp = а^ \--{\ + cos2(p)d(p = 

а ( 1 . о ^ 
(p +—sm2(p 

ал 

г) Поскольку имеет место пространственная кривая, то ее 
дифференциал находится по формуле 

dl = ^jx^^-y'^-^z^dt = yja^ sin^ Г+ а̂  cos^ t + b^dt = yja^+b^dt. 
Криволинейный интеграл равен 

dl 7 yla'^b'dt Г^тт'г dt 
• x + 3 ; + z ^(3 cos t-^a sin t + b t 0 ̂  "̂  

= -^Ja^+b^ ^ ^ , = - arctg— 

2^2 b't 
iK 

- arctg-
ab a 

д) Переходим к сферическим координатам: 
x = pcos^sin0, j ; = psin^sin0, z = pcos0. 
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_П 
Поскольку у-х^то V~~7 и координаты примут вид: 

jc = — p c o s 0 , ;; = pcosO, z = psm0. 

Подставляя координаты в выражение окружности, находим, что 
р = R — постоянная величина. 

Принимая в за параметр, дифференциал дуги примет вид 

dl = J-R^sm^e + -R^sm^e + R^cos^ede=Rde. 
V2 2 

Таким образом, интеграл примет вид 

лЯ ^ 
Rcose +—RcosO 

2 2 
Rde = y/2R^ j cos вde = 

= V2/?'sineh =^R\ 
io 

e) Воспользуемся полярными координатами: x = pcoscp, 
y = p sin (p. Из уравнения окружности (рис. 16.47) имеем: 

p^=4psin<p, p=4sin<p, p ' = 4cos^. 

о 

Рис. 16.47 

Дифференциал дуги будет 

dl = yjp^ +(р')^ ^Ч> = v^^sin^ ф + 16cos^ (pd(p = 4d(p. 
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Отсюда интеграл 

J(x + ly^dl = 4 j ( p cos <p + 2p sin (p)d(p = 
L 0 

л- к 

= 4 j 4 sin (p cos (pd(p + 8 j 4 sin^ (jorfcp = 

= -16 cos (p •32 J 'rl-cos2(p й?(р = 

= -8(1-1) + 16л: = 16л:. 
8.2. Вычислить криволинейный интеграл 

/ = \ydx-^x{y — x^dy 
ОА 

по линиям: а) J = Зх; б) j ^ = 9х; (9(0, 0), У1(1, 3). 
Решение, а) Данный интеграл является криволинейным ин

тегралом второго рода. Найдем дифференциал от функции 
dy = 3dx и выразим у через х, тогда получим 

/ = J3xdx + x{3x-x)3dx = 3J[x + 2x^)dx = \-x^+2x^ 
ОА О V /I 2 

1 2 . 2 
б) в данном примере удобнее найти х = —у, dx-—ydy 

и перейти к переменной у 

'1 , / / ^ 
^3 4 9-5 

73 
20' 

8.3. Вычислить интеграл I ^Slx-y^^dx вдоль периметра 
+L 

прямоугольника, образованного прямыми х = 0,у = 0,х = 2,у=\. 
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Решение. Здесь линия интегрирования замкнутая ломаная, 
уравнения звеньев которой даны (рис. 16.48). Представим ин
теграл в виде суммы четырех интегралов 

2 О 

/= : j + j + j + J = j j c r f x + j ( 2 ~ / ) 0 + J ( x - l ) d ^ + j ( 0 - / ) 0 = 
ОА АВ ВС СО О 

2 

АВ СО 

( J^ 
— X ^1-1^1^1, 

/ 2 

Fuc. 16.48 

8.4. Вычислить интеграл / = J ydx + zdy + xdz по: a) отрез-
ос 

ку прямой ОС; б) ломаной О ABC, если 0(0,0,0), ̂ (а,0,0), Б(а,а,0), 
С{а,а,а). 

Решение, а) Составим уравнение линии интегрирования — 
прямой ОС. Подставляя в уравнение прямой, проходящей че

рез две точки 1 ^ У-^Ух , ^-^1 

•^2 -^1 

, координаты точек О и 
Уг-Ух ^2-^1 

С, получим каноническое уравнение прямой — = ^ = —. При-
(2 а 1̂  

равнивая эти отношения параметру / переходим к параметри
ческому виду: x-at, y-at, Z- at. Находя дифференциалы: dx 
= adt,dy = а dt, dz = а dt, преобразуем криволинейный интег
рал в обыкновенный интеграл по переменной t, где пределы ин
тегрирования находятся из нашей замены 
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3 .2 l^^(a^t^-a^t-Va^t)dt = Za^^tdt^-a^ 
о о ^ 

б) Интеграл вдоль ломаной О ABC представим в виде сум

мы интегралов по соответствующим звеньям ^ ^ J + 1 + J • 
ОА АВ ВС 

Пользуясь уравнением прямой, проходящей через две точ
ки, запишем в параметрическом виде эти прямые 

ОА :х = at, у = 0, z = О, 
АВ :y = at, х = а, z = 0, 
ВС :z = at, х = а, у = а. 

Находя дифференциалы: dx - а dt, dy = а dt, dz = а dt и 
переходя к интегрированию по t, получим 

1 1 1 

I = J0'adt'hJ0adt'hja^dt = a\ 
0 0 0 

о сг ^ т cx^dy-y^dx 
8.5. Вычислить интеграл / = J ^ ^— вдоль дуги аст-

^ х^+у^ 
роиды X = 8cos^ t; у = 8sin^ t от точки .4(8,0) до точки JB(0,8). 

Решение. Находим дифференциалы 
dx = -24 cos^ t sin tdt, dy = 24 sin^ t cos tdt 

и переходим к интегрированию по / 

^ г8^ •3cos^^sin^^cos/ + 8^-Ssin^^cos^^sin^ , ._г . 2 2 i. 
/= г ^ 7 т dt =48 sln̂ ĉoŝ ^йfЛ 

{ 2^cos7 + 2^sin^^ { 
При интегрировании от точки А до точки В переменная t 

я 
изменяется от О до т", поэтому 

ж 
2. 1 2. 1 / 

/ = 48J-sin'2/J^ = 12J-( l -cos4/)J / = 6 
4 i2 

t—sin 4/ 
4 

2 
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8.6. Вычислить интеграл / = \ ydx-xdy, где L эллипс 
2 2 +L 

Решение. Воспользуемся параметрическим уравнением 
эллипса: х = acost; у = bsint. Найдем дифференциалы 
dx = -а sin tdt; dy = b cos tdt и перейдем к переменной интегри
рования t 

I = \-bsintasint — acostbcostdt = -ab\dt. 
+L +L 

Поскольку интегрирование по эллипсу совпадает с поло
жительным направлением обхода, то переменная интегрирова
ния изменяется от О до 2я, т. е. 

2л: 

/ = ^аЬ \ dt = -2яаЬ. 

8.7. Найти / = {yzdx + zxdy + xydz, где L — дуга первого 

витка винтовой линии х = аcost, y = asint, z = bt. 
Решение. Находим дифференциалы 

dx = -asintdt, dy = acostdt, dz = bdt 

и переходим к интегрированию по /, тогда 
2л 

I = \(-asmtbtasint + btacostacost + acostasmtb)dt = 

= а^б[ tcos2t +—sin2t \dt = 

= a'b 
V 

t'—sinlt 
2 

2л ^ 2л 
I f 1 

— sin2/J/—cos 2/ 
9 J A 2 

10 ^ 0 

2;r Л 

= 0. 
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г xy(ydx-xdy) 
8.8. Вычислить интеграл / = ф — ^ ^—-, где L — пра-

Л X +у 
вый лепесток лемнискаты р^ = а^ cos^ (р. 

Решение. Перейдем к полярной системе координат: х = р cos ср; 
y = psm(p, найдем дифференциалы: dx=-p sin (pdcp; dy = p cos (pdcp, 

тогда интеграл примет вид 

- p^sin(pcos(p(-p^sin^(jr)-p^cos^(j9) 
I = I ^ Л г—2 -'^^' 

Д р cos'̂ cp + p Sin ф 
Упростим и воспользуемся первым свойством криволиней

ных интегралов, получим 
2 

I=а^ \cos^ cpdcoscp=—cos^^ 
4 

=0. 
я 
4 

16.9. Условия независимости 
криволинейного интеграла от пути. 
Нахождение функции по ее полному 
дифференциалу 

1°. Для того чтобы криволинейный интеграл второго рода 

J Pdx + Qdy не зависел от пути интегрирования, необходимо и 
АВ 

достаточно, чтобы подынтегральное выражение Pdx + Qdy было 
в некоторой односвязной области полным дифференциалом. 

Область D называется односвязной, если любая замкнутая 
кривая, лежащая в этой области, может быть стянута в точку. 

Для того чтобы в области D подынтегральное выражение 
было полным дифференциалом от некоторой функции двух пере
менных и {х, у), необходимо и достаточно выполнения условия 
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ду дх 
В этом случае криволинейный интеграл находится по 

формуле 
j Pdx+Qdy = U{B)-U{A), (2) 

АВ 

Т. е. равен разности значений функции U (х, у) в точках ВиАи 
не зависит от пути интегрирования АВ, взятого в области D. 

Криволинейный интеграл, взятый по любой замкнутой 
кривой, принадлежащей области /), равен нулю. 

2°. Для того чтобы криволинейный интеграл 

J Pdx + Qdy-\- Rdz не зависел от пути интегрирования, необ-
АВ 

ходимо и достаточно, чтобы подынтегральное выражение 
Pdx + Qdy + Rdz было в некоторой области полным дифферен
циалом. Для этого необходимо выполнение условий 

ЭР__Э£ Э£_ЭЛ М^_дР_ 
ду дх dz ду дх dz 

Криволинейный интеграл, в этом случае, равен 

(3) 

J Pdx + Qdy + Rdz = и{В)-и(А), (4) 
АВ 

Т. е. выражается разностью двух значений функции U (х, у, z) в 
точках 5 и У4 и не зависит от пути интегрирования. 

У. Если полный дифференциал функции двух перемен
ных и (х, у) известен dU = Pdx + Qdy, причем условие (1) 
выполнено, то функция U (х, у) находится интегрированием 
дифференциала по контуру ломаной АМВ или ANB (рис. 
16.49) со звеньями, параллельными осям координат. В этом 
случае вдоль AM имеем у - y^VL й(у = О, а вдоль AN х = XQ, 
dx = Q. 
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N(x,^y) В(х,у) 

Мхо,Уо) М(х,Уо) 

О X 

Рис. 16.49 

Интегрируя по ломаной AM В, получим 

U{x,y) = \p{x,y,)dx+\Q{x,y)dy + C, 
Ч Уй 

а интегрируя по ломаной ANB, будем иметь 
у X 

U{x,y)=\Q{x^,y)dy + \p{x,y)dx + C. 

(5) 

(6) 

Укажем еще один способ нахождения функции по ее пол
ному дифференциалу. 

Так как полный дифференциал равен сумме частных диф
ференциалов 

dU = dx + dy, dx = Pdx, dy = Qdy, 
дх ду дх ду 

то интегрируя каждый из них, полагая у и х, соответственно 
постоянной, получим 

U = lPdx + C{y), U = lQdy + q{x), 

где С (у), Cj(x) — неизвестные функции. 
Если взять все известные члены из первого интеграла и до

писать к ним члены зависящие от у из второго, то получим фун
кцию и (х, у). Можно наоборот. 

Значение функции U{x, у, z) трех переменных, по заданно
му дифференциалу, находится аналогично 
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X у Z 

и{x,y,z)= ^P{x,yQ,z^)dx-\- ^ Q{x,y,ZQ)dy+ ^R{x,y,z)dz,(J) 
Уо 

(М) 

9.1. Вычислить / = I [xdy + ydx) вдоль: а) отрезка прямой; 
(0,0) 

б) дуги параболы у - х\ в) дуги параболы у'^-х. 
Решение. Подынтегральное выражение является полным 

г. г. дР dQ ^ 
дифференциалом, т.к, Р = у, Q = х и -—- = —- = 1, и следова-

оу дх 
тельно, криволинейный интеграл не зависит от пути интегри
рования, а определяется положением начальной и конечной 
точки интегрирования. Вычислим интеграл по трем линиям: 

а) уравнение прямой у = х и dy = dx, тогда 
1 

/ = \xdx + xdx = х^ 1. 

б) дуге параболы у = х^, dy = Ixdx 

/ = J xlxdx + x^dx = x~ = 1. 

в) дуге параболы y^ = x, 2ydy = dx 
1 

/ = ly^dy + ylydy = y" 

9.2. Найти первообразную функцию, если: 
а) dU = 3(^х^ -y^dx + 3(^y^ -x^dy; б) dU = sin2xdx-sin2ydy; 

B) dU = (/e--3)dx + e-{l + xy)dy; r) ^ц = ̂ dx + ydy + zdz 
yjx^+y^+z^ 

Решение, a) Проверим, является ли данное выражение пол
ным дифференциалом: — = - 3 , — = - 3 . Условие (1) выпол-

ду дх 
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нено, следовательно, данное выражение есть полный дифферен
циал некоторой функции U. Найдем эту функцию по формуле 
(5), выбрав точку х^, у^ в начале координат 

л у 

ху 4-C=Jc47 -Зху+С. 

б) Проверим условие (1): — = - ^ = О и воспользуемся фор-
Эу Эх 

мулой (6), выбрав точку х^,у^ в начале координат 

и = -Г sin 2ydy + J sin 2xdx + С = —(cos 2y - cos 2x) + C. 
0 0 ^ 

в) Проверим, является ли данное выражение полным диф
ференциалом: 

— = 2уе'^+у^хе'^; ^ = уе""'(l-hxy) + e'^y = 2ye'^+ху^е'\ 
ду Эх 

Условие (1) выполнено, следовательно, данное выражение 
есть полный дифференциал некоторой функции U. 

Найдем частные дифференциалы Pdx и Qdy. Интегрируя 
каждый из них, полагая у и х, соответственно постоянными 
величинами, получим 

U = j{y^e'^-3)dx + C{y) = y^-e'^-3x + C{y) = ye'^-3x-hC{y), 

U = je''\l + xy)dy + q{x) = ̂ e''4xjye''4y + q{x) = ye''4q{x). 

Подставляя во второе выражение вместо СДх) все члены 
из первого выражения, зависящие только от х, окончательно 
получим 

C/ = j ; e^ -3x + C. 
Можно было бы из второго выражения подставить в 

первое выражение вместо С (у) все члены, зависящие толь-
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КО ОТ у. Поскольку таких членов нет, то результат будет 
тот же самый. 

г) Проверим, является ли данное выражение полным диф
ференциалом. Для этого найдем: 

417/7?' 477РТ7' ф'+y'+z' 
И проверим выполнение условий (3): 

дР _dQ _ -ху dQ_dR_ -yz 

dR _дР _ -XZ 
дх дх / 2 2 2 \ | 

[jr+y^+z^y 
Поскольку условия (3) выполнены, то данное выражение 

является полным дифференциалом функции U. Найдем эту фун
кцию, воспользовавшись формулой (7) и выбирая точку л:̂ , у^, z^ 
за начало координат 

= х-^-]{хЧу')'~Ч(х'+у')+Ц(х'+у^^ 
^ 0 ^ о 

:X + {x'+y'f + (x4/+z^) + C = ( j c 4 / + z ' ) 2 + C . 

9.3. Вычислить криволинейные интегралы от полных диф-
(2,1) (1,2,3) 

ференциалов: а) J 3x^ydx + x^dy; б) J yzdx + xzdy + xydz. 
(0,0) (0,1,2) 

Решение, а) Проверим, является ли подынтегральное вы
ражение полным дифференциалом. Для этого воспользуемся ус-
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ловием (1): —— = 3х^, —— = 3х^. Поскольку подынтегральное 
Ъу ох 

выражение полный дифференциал, то значение криволинейно
го интеграла не зависит от пути интегрирования. 

Будем интефировать по ломаной, у которой звенья параллель
ны координатным ос5ш. Пусть при изменении х от О до 2 >» = О, 

2 

</у = 0, тогда J 3 x ^ 0 ^ + jc^0 = 0. При изменении j ^ от О до 1 х = 2, 

fifx = О и интеграл равен 
|1 

= 8. J3-4>;-0 + 8J;; = 8y 
о 1о 

Значение этого интеграла можно найти и другим образом. 
Для этого находим функцию U по ее полному дифференциалу и 
определяем разность ее значений в точках B^^A\io формуле (2) 

у |(^'^) 

[/ = JjcV;; = jcV =8-1 = 8. 
о 1(0,0) 

б) Проверим, является ли подынтегральное выражение пол
ным дифференциалом. Для этого воспользуемся условиями (3): 
ЭР _ Эе _ 'dQ _ЪК _ дК _дР _ 
тг" - "Т"" - 5̂ ":7~ ~ ":г~ - 9̂ Т-- - -IT- - У' Поскольку условия 
оу ах dz ду дх dz 

(3) выполнены, то подынтегральное выражение полный диф
ференциал и значение криволинейного интеграла не зависит от 
пути интегрирования. 

По формуле (7) найдем функцию U по ее полному диффе-
Z 

ренциалу U = Ixydz = xyz. Теперь по формуле (4) вычислим раз-
0 

ность значений функции U в точках ВиА 

U = xyz\ =1-2-3-01-2 = 6. 
•^ 1(0,1,2) 
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16*10* Вычисление геометрических 
и физических величин посредством 
криволинейных интегралов 

1°. Длина дуги АВ плоской или пространственной кривой 
определяется по формуле 

L=\dl, (1) 
АВ 

где dl — дифференциал дуги. 
2°. Площадь фигуры, ограниченная замкнутой кривой С в 

плоскости хОу, определяется по формуле 

5 = — ф xdy - ydx. (2) 
^ +с 

3°. Интеграл первого рода J f(x,y)dl, где под (i/подра-
АВ 

зумевается \dl\, с геометрической точки зрения означает вели
чину цилиндрической поверхности над дугой АВ от плоскости 
хОу до поверхности z~f{x, у). 

Аналогично, интеграл J Py^.yjdx, где путь интегрирования 
АВ 

расположен на кривой ^ Д расположенной в плоскости хОу, пред
ставляет проекцию на плоскость xOz части цилиндрической по
верхности, восстановленной перпендикулярно к плоскости хОу из 
точек кривой АВ и ограниченной сверху поверхностью z-P{x,y), 

4°. Масса материальной дуги АВ 

m=j p{M)dh .3) 
АВ 

где р (М) — линейная плотность вещества в точке М дуги. 
5°. Координаты центра тяжести плоской кривой АВ 

^ с = ^ - . Ус=—. (4) 
m m ^ ^ 
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где '̂ ^ = J p{M)xdl, ^jc= \ p{M)ydl —статические момен-
АВ АВ 

ты кривой относительно осей координат. 
Координаты центра тяжести пространственной кривой АВ 

^ - т^^ т^^, 
^с=~^^ Ус^-^^ ^с=—^ (5) 

т т т 

где гПу^ = j xp{M)dl, т^ = j yp[M)dl, rn^ = \ zp[M)dl — 
АВ АВ АВ 

статические моменты кривой относительно координатных плос
костей. 

Если масса распределена равномерно р-const, то р вы
носится за знаки интегралов и сокращается. 

6°. Моменты инерции пространственной кривой относи
тельно координатных осей Ох, Оу, Oz и начала координат 
определяются по формулам 

L L 

I,=\p{M)(x'+y')dl, I,=lp{M)(x'+y'+z')dL (6) 
L L 

7°. Работа, совершаемая силой F[P,Q,R) при перемеще
нии точки по дуге А В из точки А в точку В, определяется по 
формуле 

Е= jPdx-hQdy + Rdz, (7) 
АВ 

где Р, Q, R — проекции силы F на координатные оси. 
Если сила имеет потенциал, т. е. существует потенциаль

ная или силовая функция U (х, у, z) такая, что 

^ = Я, ^ = 2, ^ = «, (8) 
дх ау OZ 

то работа определяется по формуле 
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в 
Е= j Pdx + Qdy + Rdz = jdU = U{B)-U{A), (9) 

АВ А 

не зависит от пути интегрирования и определяется координата
ми начальной A{x^,y^,z^ и конечной 5 (^2, j^2'̂ 2) точки пути. 

8°. Если материальная точка М^ массы т^ притягивается 
материальной кривой, то проекции равнодействующей силы на 
оси будут 

г р(М)созв , г p(M)sin0 , 
Х = кт,]^-^ dl, Y = km,]^-^ dl, (10) 

АВ ^ АВ ^ 

где 7 —длина вектора М^М, а угол в —угол, составленный 
этим вектором с осью Ох, к — постоянная тяготения. 

9°. Согласно закону Био-Савара, сила, с которой ток / дей
ствует на точечную магнитную массу т , определяется по фор
муле 

;=, с mlsina „ 
F=\-—^dl, (И) 

АВ '^ 

где dl — элемент длины проводника, г — расстояние от элемен
та тока до магнитной массы, а — угол между направлением 
прямой, соединяющий магнитную массу и элемент тока, и на
правлением самого элемента тока. Направление силы перпен
дикулярно плоскости, содержащей элемент тока и точку, в 
которую помещена точечная магнитная масса, и определяется 
правилом «буравчика». 

10.1. Найти длину кривой: а) конической винтовой линии 
X = ае' cos t, у = ае' sin /, 2 = ае' от точки О (0,0,0) до точки 

х^ х' 
А (а,0,а); б) у = —, z = — от х = 0 до х = 3. 

2 6 
Решение, а) Воспользуемся формулой (1), тогда 

L= jdl = j ^x^+y^+z^dt. 
ОА /, 
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Подставляя координаты точек О и А в уравнения винтовой 
линии, находим пределы изменения параметра t: 0 = ае^ cost, 
0 = ae^smt, О = ае', откуда t = -oo; l = e'cos^, 0 = e^sint, l = e\ 
откуда t = 0. Таким образом 

I = j y ^ V ' (cos/-sin/)^ +fl[V' (sinr + cos/)^ -{-a^e^'dt = 

= aV3 I e4t = ал/з lim e^ = «л/з. 
P 

6) Примем переменную x за параметр /, тогда: x = t, 
t' t' 

y = —y ^ "̂  T • Отсюда no формуле (1) имеем: 2 6 

I = j yjx^+y^+Z^t = j Jl + / Ч — J/ = 
AB 0 ^ "* 

= lj(2 + /^)j/ = if2/ + - = 7,5. 

10.2. Найти площадь, ограниченную замкнутой кривой: 
а) параболами у - х'^ и х = у'^\ б) астроидой х = а cos^t, 
у = а sin^t; в) петлей декартова листа х^ + у^ = Ъаху. 

Решение, а) Решая совместно уравнения парабол, находим 
точки пересечения кривых (0,0) и (1,1) (рис. 16.50). 

А(и) 
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Пользуясь формулой (2), находим 

S^—\xdy — ydxЛ^— \ xdy — ydx = 

^ 1 

2 •' 2 
"^ ОА ^ АО 

= -\х dx vVy = - - + -
2 J 2 J 2^3 3 3 

б) Воспользуемся формулой (2). Для этого находим диф
ференциалы dx = -За cos^ t sin tdt, dy = За sin^ t cos tdt. Пара
метр t изменяется от О до 2к. Таким образом 

, 2л-

5 = - f {За^sin^tcos'^t + За^sin^/cos^t^dt = 
^ о 

^ 2л: ^ 2л: 

= - а^ f sin^^cos^^^r=~fl[^ fsin^2^(i^ = 
2 •' 8 J 
^ 2л: '^ ( \ \ 

= — a^ f ( l -cos40^^ =—a^\ t—sin4/ 16 J/ ^ 16 1̂  4 J 
" 3 , = -ка . 
. 8 

в) Поскольку в алгебраическом уравнении кривой имеют
ся две однородные группы членов, степени которых отличают
ся на единицу, то воспользуемся подстановкой у = tx. 
Подставляя данную подстановку в уравнение петли и исклю
чая последовательно одну из переменных, находим параметри-

3at 3at^ 
ческие уравнения х = г-, у = г-. 

1 + г 1 + г 
Геометрически параметр / = ^ = tg0 есть угловой коэф-

X 

фициент полярного радиуса (рис. 16.51) при изменении 0 от О 
к 

до —, при этом параметр t изменяется от О до оо. Находя диф-
1-2/^ It-t"^ ференциалы dx = 3a j - dt, dy = 3a ^ dt и пользуясь 

(l + / ' ) (l + / ' ) 
формулой (2), будем иметь 
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1? ^ № = 

9а'"г rV^ 3 2,- 1 
= — а lim -1 

"(l + ̂ 'j 2 /J^-l + r 

х+у+а=0 

Рис. 16.5 J 

10.3. Найти площади цилиндрических поверхностей, 
заключенных между плоскостью хОу и поверхностями: 

а.) у = \2х, z = y, х-—; б) под первым витком винтовой ли-

НИИ x = aco^t, y = asmt, z = bt; в) ~ + 7Г~^ ' ^"^-^ 

(z>0) ; r ) j c 4 / = 7 t c , j c ' + / + z ' = ^ ' (z>0) . 

Решение, a) Согласно пункту 3° площадь боковой поверх

ности определяется формулой S= \zdl, где контур интегриро

вания L параболический цилиндр JH = V2X. Дифференциал 

контура равен dl = J\-b(y') dx = J\ + —dx. Подставляя под 

знак интеграла z = у = л/2х, получим 
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/ 1 ^ 1 9 

б) Дифференциал контура в данном случае равен 

9 _ 9 8 
п ~ 8 Г 

dl = -^jx^ + y^+z^dt = yja^+b^dt. Отсюда площадь цилиндричес
кой поверхности 

2" 

2к 2 

J 9 

2л: 

= 27t^byja^+b\ 

в) Запишем уравнение эллипса в параметрическом виде 
x = acost, y = bsint. 

Дифференциал дуги равен dl = yfa^ sin^ t + b^ cos^ tdt. При 
2Г > 0 площадь цилиндрической поверхности равна 

S = к\а cos / V а̂  sin^ / + b^ cos^ /t// = 

= 2akjcostJb^+[a^ -Z>^)sin^ tdt = 

= lakNb^+c^u^du. sm t = u, 
c'=a'-b' 

Интегрируя no частям, будем иметь 

S = ak 
f , гЛ . I ч|1 Л 

= ак ^ Ь\ а + с ал-—In 
V ' " 

г) Перейдем к полярной системе координат x = pcos^ , 
j^ = р sin (р, тогда уравнение окружности в плоскости хОу будет 
р = /? cos^. При Z > О площадь цилиндрической поверхности 
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1к 

= jyJR^ -R^ cos^ (p^R^ c o s > + i?' sin^ (pdcp = 2R^jsin cpdcp = 2R\ 
0 0 

10.4. Найти массу: a) участка кривой y = \nx между точка
ми с абсциссами х̂  = — и 2̂ = 2, если плотность кривой в каж
дой точке равна квадрату абсциссы точки; б) первого витка 
винтовой линии х = аcos/, y = asmt, z = bt, если плотность 
в каждой ее точке пропорциональна длине радиус-вектора этой 
точки р = кг, к — коэффициент пропорциональности; в) всей 
кардиоиды г = А (1 + cosф), если плотность р = к4г. 

Решение, а) По формуле (3), учитывая, что р =х^, имеем 

1 
т = [x^dl Так как dl = -yJl + x^dx, то 

J X 

^ - 1 -
m = j(l + x^yxdx = -[l + x^y (^r- 2 

зЛ 
= ̂ 7 5 . 

24 

б) Первому витку отвечает изменение параметра t от 
О до 27Г. Выразим через параметр плотность: 

р = кг = k^x^+y^-^z^ = kJ^~+bY и дифференциал дуги 

dl = ^Jx^+y^+z^ =yla^+b^dt. 
Отсюда по формуле (3) имеем 

2л- 2л 

m = j kyja''¥b4a'+bh4t = к4^^ ^yJ^Vb^'dt. 

Интегрируя по частям, получим 
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( 2 XP"" 

2 2Ъ \ / | 
V /10 

^kyja'+b^ л:^Ja^^47гV +—In 
2b 

iKb + yfa^+ATtV W 

a 

в) Воспользуемся формулой (3). Дифференциал дуги равен 

dl =у р^+ {p'f d(p = ^la\\ + cos (р^ + a\m^(pd(p = ayJlyj\-\'ZOS(pdq>. 
При нахождении массы всей кардиоиды (р изменяется от О до 
27Г. Таким образом 

2к 
т = j kyja{\ + cos(p)a-j2yJl + cos (pd(p = 

0 
2л: 

= kayjla J (l + cos Ф) ̂ ф = IkKayJla. 
0 

10.5. Найти координаты центра тяжести: а) однородной по
луарки циклоиды x = (2(^-sin^), >' = a(l-cos^) (0<t<K); б) 
первого полувитка винтовой линии х = а cos г, j ; = а sin ̂ , z = bt, 
считая плотность постоянной; в) кардиоиды r = a(l + cos^), 
считая плотность р = 1. 

Решение, а) Координаты центра тяжести однородной по
луарки циклоиды вычисляем по формулам (4), считая плотность 
р постоянной величиной. Тогда 

m=\p^Jx^+y^dt = apU{l'-costf +sin^tdt = 

= 2 а р | sin—J/ = - 4 a p c o s - =4ap. 

Статические моменты относительно координатных осей 
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Шу = |ра^(^-s in / ) ^(1-COS/) +sin^/<i/ 

= 2а'р\ ^( . t . . t \ ?sin — sin/sin— \dt = 
2 2 V 

2a p -2/cos—+4sin—+—sin — t_ 

'i 2 3 
• la'p (4)-l-

m^ = jpa^ (l~cos/)^(l~cos/)^+sin^/t// = 
0 

= 2aVj sin — cos/sin— \dt = 
2 2 

/ 
= 2aV / 1 3/ 

-2/cos—h—cos cos— 
2 3 2 2 

M 
= 2„V 2-i.l = f V. 

w^ 8 m̂  4 
Отсюда x^=-- - = - a , ;;, = - ^ = - a . 

m Ъ m Ъ 
6) Координаты центра тяжести первого полувитка винто

вой линии находим по формулам (5). Поскольку плотность по
стоянна, то дроби (5) можно сократить на р после вынесения 
р за знаки интегралов. В этом случае, при вычислении необхо
димых величин, р целесообразно опустить, приравняв ее, на
пример, единице 

л: П 

^= \xyjx^ +у^ Л-z'^dt = ал!а^ +b^ \costdt = ayja^ +b^ sin/ 
0 0 

я л: 

i^= \y^Jx^+y^+z^dt = ал1а^ +b^ jsintdt = -аыа^ +b^ cost 
0 0 

-=2ayla^+b\ 

= 0. 
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к 

АВ 

= -ЬжЧа'+Ь\ 
2 

Отсюда х ^ = - ^ = О, у^=-^ = — , z^=-^ = —, 
т т к m l 

в) Поскольку кардиоида симметрична относительно поляр
ной оси, то центр тяжести лежит на полярной оси, т. е. (р^ = 0. 

При постоянной плотности р-\ масса кардиоиды равна 

т = 2\dl = lUr^- + (/f d(p = 2a\ yjl Л-2 cos (p +cos^ (p-\-sin^ (pd(p 

к 

4aJ cos—d(p = Sa sin ~ • Sa. 

Так как полярная ось совпадает с осью Ох, то статичес
кий момент относительно полярной оси находим по формуле 

2к . 2л: 

Мр- \ydl =1 rsin(pyjr^+(/fd(p = 2а^ I (I+ cos(p)sin(pcos—d(p = 
L о о ^ 

= 2a^ f sinФcos~ +—sin2(2)cos— \d(p = U 2 2 ^ 2j ^ 
2 f f . 3(p . (p \ . Sep 1 . 3<j?'j. 

= a s in-^+sin —+—sm—^+—sin-^ \аФ = 
^ 1 ^ 2 2 2 2 2 2 j ^ 

= —a 
^ Ъ(р ^ ф \ 5(0 cos -^+2 cos—+—cos —̂ -
^ 2 2 5 2 

2я 32 

Отсюда A; = — - = —a. 
m 5 

10.6. Вычислить: a) статический момент первого витка ко
нической винтовой линии x = t cos t, j ; = / sin /, z = / относи
тельно плоскости хОу, считая плотность пропорциональной 
квадрату расстояния от этой плоскости p = kz^\ б) моменты 
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инерции относительно координатных осей и начала координат 
первого витка винтовой линии х-а cos ̂  j ; = а sin ̂  z = Ы. 

Решение, а) Статический момент пространственной линии 
относительно плоскости, согласно пункту 4°, вычисляется по 

формуле т^ = \ p[M)zdL Подставляя сюда заданную плотность 

и переходя к параметрическому виду функций, будем иметь 

т . = к {t^yj{cost'-tsintf +{smt + tcostf + \dt = k\ t^yjt^ +2dt 
0 0 

Делаем замену t^ + 2 = u^, tdt = udu, t^ =u^ - 2, тогда 

m. 
л/2л/27гЧ1 

,=k J (u^-2)u^du=k 
л/2 

и 
\-j2yl2x^+\ 

15 

3 л 

8^V2 
15 

(2лг'+1)2(Зл:'-1)+1 

6) Моменты инерции относительно координатных осей на
ходим по формулам (6). Полагая р[М) = 1, получим 

/ 2л 2л \ 

+ Ь'-
3 , J 

= ж(а'+-Ь'7с' = Ja^+b^\ а Ч - / — s i n 2 / 

/ ,= j (a 'cos ' Г + bh^)sja4b'dt = 
L 

/ 2ff '̂̂  ^ / Я ^ ; 

| ^ / ^ ^ 
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L= j(a^cos^ t + a^ sin^ t)yja^-i-b^dt = 

2л: 

lQ=\[a^cos^t + a^sin^t + bY)yJa4b^dt = 
L 

27Г 

yja'+b' j [a" +bY )dt = In^a^b 2 , ^ ^ 2 f 2 

3 

10.7. Поле образовано силой F[P,Q}, где P = x-y, Q = x, 
Вычислить работу при перемещении единицы массы по конту
ру квадрата со сторонами х = ±а, у = ±а. 
Решение. Расположим начало координат в центре квадрата (рис. 
16.52) и будем обходить квадрат от точки А против часовой 
стрелки. Уравнение прямой АВ имеет вид у = -а. Согласно 
формуле (7), работа на отрезке АВ равна 

а а 

Е^^ = ^ Pdx^Qdy = ^{х-у)дх= ^{х^a^dx^la^. 
АВ -а -а 

D 

А 

У 
С 

X 

В 

Рис. 16.52 

Уравнение прямой ВС: х- а. По формуле (7) работа на 
отрезке ВС равна 

и а 

^вс ~ J ^^У = ci\dy = 2а^ 
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Уравнение прямой CD: у = а. Работа на отрезке CD равна 
а а 

-a —a 

Уравнение прямой DA\ х--a. Работа на отрезке DA равна 
а а 

-а -а 

Таким образом, вся работа при перемещении единицы мас
сы по контуру квадрата равна Е = Sa^. 

10.8. В каждой точке М эллипса-у + ̂  = 1 приложена 
Ъ а Ъ 

сила ^ , равная по величине расстоянию от точки Л/до центра 
эллипса и направленная к центру эллипса. Найти работу силы 
F при перемещении точки вдоль дуги эллипса, лежащей в пер
вом квадранте. 

Решение. Поскольку сила от произвольной точки М эл
липса, лежащей в первом квадранте, направлена к центру 
эллипса, а ее величина равна расстоянию от точки М до 
центра, то ее можно представить в виде F - -xi - yj^ где 
величина проекции силы через параметр / имеют вид 
х- а cos t, у = b sin t, знаки минус указывают на то, что на
правления проекций противоположны направлениям коорди
натных осей. 

Подставляя проекции силы F в формулу (7) и переходя от 
криволинейного интеграла к обыкновенному с переменной /, 
получим 

тс 

Е = [Pdx-^Qdy = -\xdx-^ydy = Ua^ cos/sin/-6^ sin/cos/)rf/ = 
L L 0 

7C 

= (a^-6^)Jsin/Jsin/ = . 
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10.9. Вы числить работу силового поля F = 2ху1 + y^J - х^к 
при перемещении материальной точки вдоль сечения гипербо
лоида х^ -vу^ -Iz^ = 2а^ плоскостью j^ = х от точки А{а, а, 0) 
до точки iB 1ау/2,ал]2,а]. 

Решение. Сечение гиперболоида плоскостью представля
ет кривую, уравнение которой имеет вид х^ -z^ =а^. Подстав
ляя в формулу (7) проекции силы F и пользуясь уравнением 
плоскости у = X и кривой х^ =а + z , получим 

ayjl ayfl а 

E = J2xydx + y^dy-x^dz= J 2x^dx+ J y^dy-j{a^ + z^)dz = 

3 

aS 

3 

a^l2 ( . З Г 
2 Z 

Л Z + — 
^a'\242~ 

r 
сила 

10.10. Найти потенциальную функцию силы F{P,g,/?} и 
определить работу силы на участке пути, если: а) Р = О, б ~ О? 
if = - mg (сила тяжести точки массы rri) и точка перемещается 

из положения А (xp>^p Zj) в положение В {х^^у^^ z^); б) Р = — j ^ 

Q-—г, P = — г , где А: — const, r = Jx^+y^+z^ ( ^ ^^ 
ньютоновского притяжения) и материальная точка из положе
ния А (Хр j^p Zj) удаляется в бесконечность. 

Решение, а) Потенциальную функцию U силы F опреде

ляем по формулам (8) U = -\mgdz = -mgz. Согласно формуле 
(9) искомая работа 

в 
E = \dU = U{B)-U{A)=^-mg{z,-z,) = mg{z,-z,), 

А 

Т. е. зависит только от разности апликат начала и конца пути, 
б) Потенциальная функция С/, согласно формулам (8), 

равна 
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и = -к\ xdx 
=-*j-

ydy 

( x 4 / + ẑ )5 ' {x'+y'+z'Y 

: - . J zdz 

[x'^y'^z'f 
k_ 
r 

Работу определяем по формуле (9) в зависимости от коор
динат начальной и конечной точки пути 

к E = jdU = U{ooyU{A) = — I 2 , 2~ 2 * 
V^l +3̂ 1 "̂ 1̂ 

10.11. Найти силу, с которой масса т^, находящаяся в на
чале координат, притягивается: а) однородной полуокружнос
тью х^ -Ь у^ = R^ (рис. 16.53); б) однородной ломаной линией 
ABC с координатами точек А (а, 0), В (О, а) и С (-а, 0); в) 
дугой астроиды, лежащей в первом квадранте, если плотность 
кривой в каждой ее точке равна кубу расстояния этой точки от 
начала координат. 

Решение, а) Из соображений симметрии проекщ1я равнодей
ствующей на ось Ох равна х = 0. Радиус полуокружности г = 
R. Обозначим угол между радиус-вектором и осью Ол: за 0. Учи
тывая, что dl = RdO, проекцию Y находим по формуле (10) 

'^J г^ R 1 R 
COS0 2т^Р 

R 
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б) Представим ломаную линию на рис. 16.54 в системе ко
ординат Оху, Нетрудно заметить, что из соображений симмет
рии проекция равнодействующей силы на ось Ох равна нулю, 
а на ось Оу равна удвоенной проекции равнодействующей силы 
притяжения однородной материальной прямой АВ. 

С(-а,0) о' Л(а,0) ^ 

Рис. 16.54 

Уравнение прямой х-^ у = а, отсюда 

х^-\-у^=г^, — = sin0, х = а-у, dl = yl2dy, 
г 

Используя формулу (10), имеем 

У J.. -. /^^Г У^У т А"^Г У^У Y = 2yl2pj-^dy = 2sf2pj =2V2pJ-

a 

= 2^pj 
ydy lyfl 

'>(a^-2ay + 2y^y 2^2 "l 
ydy 

У -ay^-
V J 

-̂2 Г Т 
Сделаем замену переменной у = /; тогда dy = dt; 

y = t + — при >̂  = 0; ^ = - - - и п р и у = а; t = —, 
Z -̂  2 

Интеграл примет вид 
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Y = p] г + -а 

^ ^2 \ 
2 ^ 

Г + — 
4 

-J^ 

Представим его в виде суммы двух интегралов У = Fj + Y^. 
Первый интеграл равен 

^'-^\ 
г \ 2 Л 

г + — г + — 

- р 
\е^^-

=-р = 0; 

Найдем значение второго интеграла 

=̂=fl с// 

- ^ 2 ^ 
2 Г + -

2 \ 
3 • 

(2 а Jz Сделаем еще замену переменной / = — tg z, тогда dt = 
2 2 cos z 

a к a к 
При / = —; z = — и при / = — ; z = .Будем иметь 

^ 2 Л ^ 2 4 ' 
^ а а с dz 

cos^z ( i l -
= —^ [ cos zdz = 

COS Z 

2p 
sinz 

2p 
a 

— + — 
2 2 

2 > ^ 
P-
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Таким образом 

а 
в) В силу симметрии притяжения дугой астроиды массы, рас

положенной в начале координат, проекции равнодействующей 
на оси координат равны, т. е. X-Y, Для нахождения проекции, 
например, X воспользуемся формулой (10). Поскольку плот
ность кривой в каждой точке равна кубу расстояния этой точки 

^ сг^созв от начала координат, то X = т^\ — ш . Здесь г — расстоя-
1 ^ 

ние некоторой точки астроиды от начала координат. Учитывая, 
что — = COS0 (рис. 16.54) и х = acos^ t, у = asin^ t, получим 

г 

X =^тЛа cos^ t^9a^ cos"* / sin^ ̂  + 9a^ sm' t cos^ tdt = 

= Зт^а^ J sin /cos^ tdt = —т^а^. 
0 ^ 

10.12. С какой силой ток /, текущий в бесконечном прямо
линейном проводнике, действует на точечную магнитную мас
су W, находящуюся на расстоянии h от проводника. 

Решение. Будем определять силу от конечного отрезка про
водника при условии, что концы удаляются в разные стороны 
до бесконечности. Если сам проводник принять за ось х, а ось 
у провести через заданную точку с магнитной массой т и учесть, 

I h 
ЧТО в данном случае dl = dx, r = yjh^+x^, sina = --, то по 

г 
формуле (11) получим 

F = mlj hdx 

(h'+x'f 
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Делая замену х- nigt, ах —^ получим 
cos t 

-, Л h^dt ml} ^ 2ml F = ml \ = — costdt = . 

2 COS^ t 2 

16.11. Поверхностные интегралы 
1°. Поверхностные интегралы первого рода. Пусть во всех 

точках М кусочно-гладкой поверхности 5 определена функ
ция / ( M ) = / ( X , > ^ , Z ) . Разобьем поверхность S на частичные 
поверхности, площади которых равны AS^, А52,..., AS^, возьмем 
в каждой частичной поверхности по произволу точку 
M.(x.,y-,z-) и вычислим в этой точке значение функции 
/ (М.) = / (^/, >̂/ 5 Z.), умножив его на площадь AS-. Сумма та
ких произведений называется интегральной суммой 

1=1 1=1 

Если существует предел последовательности интегральных 
сумм при стремлении диаметров всех частей AS. к нулю, кото
рый не зависит ни от способа разбиения поверхности S на ча
стичные поверхности, ни от выбора точек М., то этот предел 
называется поверхностным интегралом первого рода от функ
ции / ( M ) = / ( X , J ; , Z ) ПО поверхности S и обозначается 

/=1 S 

Вычисление поверхностного интеграла сводится к вычис
лению обычного двойного интеграла. Если поверхность S пе
ресекается с любой прямой, параллельной оси Oz лишь в одной 
точке, то уравнение поверхности имеет вид z = (p(x,y). Пусть 
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поверхность S проектируется на плоскость Оху в область Z), 
тогда элемент площади dD = dS cos 7, где у — угол между нор
малью к поверхности S и осью Oz 

1 
cos 7 

=J1+ дх 
V 

Таким образом, интеграл (1) вычисляется по формуле 

S D ^^^ I 

= JJ/(jf,J,<P(^,3^))Jl + (2) 

Аналогично поверхность S проектируется на плоскости 
Oxz и Oyz. Значение интеграла (2) не зависит от выбора сторо
ны поверхности 5, по которой выполняется интегрирование. 
Если проекция поверхности S на плоскость Оху неоднознач
на, т. е. прямая, параллельная оси Oz, пересекает поверхность 
в двух или более точках, то при интегрировании следует раз
бить S на части, каждая из которых проектируется на Оху 
однозначно. 

2°. Поверхностные интегралы второго рода. Разбивая по
верхность S на частичные поверхности AS., проекции кото
рых на плоскость Ох>̂ , соответственно, равны AD^ представим 
интегральную сумму в виде 

где / ( M . ) = /(xpj;^,zJ — значение функции в произвольной 
точке М.^ некоторого частичного элемента поверхности AS-. 

Предел этой последовательности (3) при стремлении диа
метров всех частей AD. к нулю называется поверхностным ин
тегралом второго рода 
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J '2 ' ^S / (M)AD,= | | / ( . . y , z ) r f rdv = 
.=1 (S) 

= ±\\f[x,y,<p{x,y))dxdy, (4) 
D 

распространенным на выбранную сторону поверхности S, 
Знак плюс соответствует интегрированию по верхней сто
роне поверхности 5, знак минус — интегрированию по ниж
ней стороне. Сторону поверхности, обращенную в сторону 
положительного направления оси Oz, называют верхней, 
а в сторону отрицательного направления оси Oz — ниж
ней. 

Если проектировать элементы поверхности S на плоскость 
Oxz и Oyz, то получим два других поверхностных интеграла 
второго рода 

±\\f{x,y,z)dxdz и ±jjf{x,y,z)dydz, 
S S 

Если сторона поверхности обращена в сторону положитель
ного направления оси Оу, то в первом интеграле берется знак 
плюс, если в сторону отрицательного направления оси Оу — 
минус. Во втором интеграле знак, аналогично, определяется по 
направлению оси Ох. 

Объединяя все эти интегралы, нетрудно получить поверх
ностный интеграл по координатам общего вида 

l^P{M)dxdy-^Q{M)dxdz + R{M)dydz, 
S 

где P[M),Q(M),R[M) —некоторые функции от [x,y,z), оп
ределенные в точках поверхности S, 

Если поверхность цилиндрическая и перпендикулярна об
ласти интегрирования, то соответствующий поверхностный ин
теграл по координатам равен нулю. 
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11.1. Вычислить интегралы: а) J J Ĵ̂ ^ dS^ где S — часть 
s 

плоскости x-by + z = \, лежащая в первом октанте; 

б) J 1 x^y^dS, где S — полусфера z = ^ja^ -х^ -у'^, 
S 

Решение, а) Данный интеграл относится к поверхностным 
интегралам первого типа. Из уравнения поверхности находим 

1 dz dz 
ax ay 

Проекция поверхности S на плоскость Oxy есть треу
гольная область, ограниченная прямой х + j = 1 и осями коор
динат. Следовательно, по формуле (2) будем иметь 

j I xyzdS = I j ху{\-х- y)^ + {''\f +{-\f dxdy = 
D 

1-

= ^l3\xdx \ y(l — x-'y)dy=^—jx(l~x) dx = . 
0 0 " 0 ^ ^ ^ 

6) Находим производные 
dz — x d z у 
Эх ^a'-x'-y'' By ^a'-x'-y' 

и дифференциал поверхности 

dS = Jl + -T^, Г+-^Л T^dy=^ ""^"^У г-:г-/ а'-х'-/ ' V̂ ^̂ T̂ -̂  •у 
:феры на плоскость Оху есть круг х^ л 

Таким образом 
Проекция сферы на плоскость Оху есть круг х^ +^^ = а^. 

5 D л]а -X -у 

Переходя к полярным координатам, решение сводится к 
двойному интегралу 
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In а ^ 5 1 

1-а\ sin^ ф cos^ (pd(p\-^=S= 
о о pdp=-tdt 

- ' ^ жа Sa' 1ка' 
4 15 15 

= ~~J(l-cos'2(p)rf(pJ(a'-r') dt^ 

11.2. Вычислить поверхностные интегралы: 

а) / = Uxzdxdy + xydydz + yzdxdz, где 5 — внешняя поверх-
S 

ность тетраэдра, ограниченного плоскостями x + y-hz = l, х = 0, 

;; = О, Z = 0; б) / = JJ -yjx^ + y^dxdy, где 5 — нижняя поверхность 
круга х̂  + j^^ < i?^; в) / = \\zdxdy, где S — внешняя поверхность 

2 2 2 * ^ 
X V Z , 

эллипсоида —ч-'̂ ^—+ — = 1. 
.,,2 L.2 ^ 2 (2 6 С 

Решение, а) Искомый интеграл относится к поверхност
ным интегралам второго типа. Поверхность тетраэдра состоит 
из четырех треугольников ABC, АОС, АВО и ЛОС, поэтому 
вычисляем интеграл по координатам общего вида, соответ
ственно, на три интеграла. 

Рассмотрим сначала интеграл по поверхности треугольни
ка ABC. Поскольку интегрирование ведется по верхней сторо
не треугольника, то интеграл берется со знаком плюс 

/, = J1 xzdxdy + xydydz + yzdxdz = 
ABC 

= \\ xzdxdy + и xydydz + \\ yzdxdz = 
ABC ABC ABC 

1 1-х 1 1-v 1 1-Г 

= Jxflbc J (l-x-y)dy+\ydy J (l-y-z)dz-{-\zdz J (l-x--z)flbc = 
0 0 0 0 0 0 

^ 0 ^ 0 ^ 
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Интеграл по поверхности треугольника АВО равен 

/^ = J J xzdxdy + и xydydz + \\ yzdxdz =0, 
АВО АВО АВО 

так как z = О и плоскость АВО перпендикулярна плоскостям 
Oyz и Oxz. 

Интеграл по поверхности треугольника ^ СО 

/з = \\ xzdxdy + Л xydydz + J J yzdxdz = О, 
AGO AGO AGO 

так как плоскость A CO перпендикулярна плоскости Оху и Oyz 
и 7 = 0. 

Интеграл по поверхности треугольника ОВС 

/„ = J J xzdxdy + J J xydydz + J J yzdxdz = 0, 
OiBC OJ?C 0 5 C 

так как плоскость 05C перпендикулярна плоскостям Оху и Oxz 
и х = 0. . 

Таким образом, / = —. 
8 

б) Поскольку сторона поверхности, по которой берется 
интеграл, обращена в сторону, противоположную оси Oz, то 
интеграл берется со знаком минус 

I = -jjy]x^+y^dxdy. 
S 

Проекция поверхности S на плоскость Оху есть круг 
х^ +у^ <R^. Таким образом, при вычислении интеграла следу
ет перейти к полярной системе координат 

I = -jd(plppdp = —-R\ 
0 0 -^ 

в) Разобьем поверхность эллипсоида плоскостью Оху на 
верхнюю и нижнюю части, тогда 
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где 1^ = \\zdxdy, I^=-\\zdxdy. 

1 2 2 

Во втором интеграле z = ~ c j l — т - ^ - Учитывая знак 

минус перед интегралом, который отражает тот факт, что ниж
няя поверхность эллипсоида обращена в сторону отрицатель
ного направления оси Oz, будем иметь /j = /2 и 

I = 2jjzdxdy = 2c jj h-^-^dxdy 

о^ Ь-

2 , .2 

а' 

Переходя к обобщенным полярным координатам 
х = ар cos (р, у = Ьр cos (р и учитывая, что якобиан в этом слу
чае равен /Q = abp^ получим 

/ = 2abc j d(p\ ф-р^ pdp = -АкаЬс —Tiabc, 
3 

16.12. Вычисление величин посредством 
поверхностных интегралов 
1°. Масса материальной поверхности S 

m = JJ5(M)J5, (1) 
S 

где 5 (М) — поверхностная плотность распределения массы в 
точке M{x^y^z) поверхности S, 

Если проекция D поверхности 5, заданной уравнением 
Z = / ( х , 7 ) , на плоскость Оху однозначна, то формула (1) при
нимает вид 
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m = \\b{x,yj{x,y))\\ 
/9zV /:^,V 

\^^) 
+ dxdy. (2) 

Аналогично поверхность S может быть спроектирована 
и на другие координатные плоскости. 

2°. Координаты центра тяжести поверхности 

т т^^ m m ^^ 

z, = '^ = -\\z6{M)dS, (3) 
т т^1 

где т^,, т^,, т ^ — статические моменты поверхности S отно
сительно координатных плоскостей. 

3^. Моменты инерции поверхности относительно коорди
натных осей 

s s 

I,=jjS{M)(x'+/)dS. (4) 
s 

4°. Моменты инерции поверхности относительно коорди
натных плоскостей 

I^.=Jl5{M)z'dS, 4=Jj5(M)/«r5, I^_=Jl5{M)x'dS.(5) 
s s s 

5°. Силы притяжения масс, распределенных по поверхнос
ти. Если по некоторой поверхности 5 непрерывным образом 
распределены массы с заданной в каждой точке М (х, y,z) плот
ностью 5(x,j;,z), то проекции на координатные оси полной 
силы притяжения, с которой притягивается точка A[x^,y^,z^) 
единичной массы поверхностью 5, согласно закону всемирно
го тяготения, равны 
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где r = ^(x-jc^)^+(j-y^)^H-(z-zJ^ —есть расстояние Л M. 

6°. Ньютоновский потенциал поля простого слоя, распо
ложенного по поверхности S, с плотностью 5 ( М ) , на точку 
^(^с 'Л'^с) единичной массы, определяется по формуле 

W = \\b{M)—. (7) 
S ^ 

12.1. Найти массу и координаты центра тяжести : а) од
нородной параболической оболочки 2 = х^+з; ( 0 < z < l ) ; 
б) оболочки шара х^ л-у^ -^-z^ =R^ при z > О, если ее поверх
ностная плотность в каждой точке равна расстоянию этой 
точки от радиуса, перпендикулярного основанию оболочки. 

Решение, а) В случае однородной оболочки формула (2) 
примет вид 

m = jj^Hz:f+(z;fdxdy 
S 

Вычисляя производные z'^ и z ,̂, будем иметь 

^ i + ( z : ) 4 ( z ; / = ^ i + 4 ( x 4 / ) . 

Проекция оболочки на плоскость Оху есть круг х^ +у^ =1. 
Переходя к полярной системе координат, получим 

2л 1 2р jr 
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В силу симметрии х^-у^— 0. Координату ẑ  находим по 
последней из формул (3) 

ẑ  -'-b'^^'-w *y')fHKfH^d^dy. 
m 7 m ^ 

Переходя к полярной системе координат, получим 
, 2л 1 

т 

1 2К 1 

о о 

Делаем замену 1 + 4р^ = /^, pdp =—tdt и переходим к но-
4 

вой переменной интегрирования. При р = 0, ^ = 1; при 

р = 1, Г = v5. Отсюда 

Н''-'> z^=-
m 8 •{ m 8 . 3 15 , 2(575-1)" 

6) Поместим начало координат в центре шара, направив 
ось Z по вертикали. Перейдем к сферическим координатам 
x = Rsmecos(p, y^^RsinOsmq), z = /?cos0, где/? — радиус 
оболочки шара. 

Поверхностная плотность в сферических координатах бу
дет 5(М) = ^х^ +у^^ =Rsine, а дифференциал поверхности 
dS = R^sined(pde, 

Отсюда по формуле (1) имеем 
к 

'^ '- K'R' m = ^\8{M)dS = R' \ dcp^^in" Ode = 

т 
В силу симметрии х^=у^= 0. Координата ẑ  равна ẑ  = — -

т 
где статический момент т будет 



КРАТНЫЕ, КРИВОПИНЕЙНЫЕ И ПОВЕРХНОСТНЫЕ 309 

''̂  ^ InR' т^^ = jJ5{M)zdS = R'j dcp jsinGcosede = 
S 0 0 

^ ^ 4/? 
Таким образом z = — . 

Зя 
12.2. Найти момент инерции боковой поверхности конуса 

Z =х +у (0<z<h) относительно: а) координатной оси Oz; 
б) координатных плоскостей. 

Решение, а) При нахождении момента инерции относитель
но оси Oz воспользуемся последней из формул (4). Для этого 
найдем дифференциал поверхности 

I 2 2 
dS = Jl+ / , + / ^dxdy = yl2dxdy. 

Отсюда 

I,=j2\j{x'+y^)dxdy. 
s 

Переходя к полярным координатам и учитывая, что об
ласть интегрирования D в плоскости Оху есть круг 
х^ -\-у^ =h^, будем иметь 

2к и р: 
I^=yf2Jd(pjp'dp = —nh\ 

2 
0 0 "^ 

б) Моменты инерции относительно координатных плос
костей находим по формулам (5). Учитывая, что dS = yfldxdy, 
получим 

/^ = 72 j j z'Jxtfy = л/2 j j (jc'+ / ) JxJv = — л: А', 
D D ^ 

lit h p^ 

I^^=yf2Jjy^dxdy = ^l2\sm^(pd(p\p'dp=—nh\ 
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2к h р: 
1^ = 4l\\x^dxdy = л/2 j cos^ (pd(p^p^dp = nh\ 

D 0 0 "̂  

12.3. Найти притяжение однородной p = 1 боковой повер
хности цилиндра х^ +у^ =а^ точки, расположенной в центре 
основания, и потенциал поверхности на эту точку, если высота 
цилиндра равна Я. 

Решение. Координаты точки центра основания равны 
jĉ  = jĤ  = ẑ  = 0. Расстояние от произвольной точки М поверх
ности цилиндра до точки центра основания г = л1а^ + z^. Запи
шем уравнение поверхности цилиндра в параметрическом виде 
х = аcos(р, y = asm(p, z- z, тогда дифференциал поверхно
сти dS - adcpdz. 

В силу симметррш проекции силы притяжения F^ и F 
равны нулю. Проекция силы на ось Oz, согласно последней фор
муле (6), будет 

zdS F^=JJ ^̂ -̂  ^=ld(p\(a'+z'pzdz = 27ca (l 1 
t 

V « yJa^+H^ 

При нахождении потенциала поверхности на центр осно
вания воспользуемся формулой (7) 

s л1а -\-z 0 0 yja +z " 



Глава 17 
ВЕКТОРНЫЙ АНАЛИЗ 

17.1. Скалярное поле. 
Линии и поверхности уровня 

р . Уравнение z = f(^x,y) в каждой точке (х, j ) некоторой 
области определяет значение z, которое называется полем ска
ляра Z. Линией уровня функции z = f(x,y) называется линия 
f{x,y) = C на плоскости хОу, в точках которой значение фун
кции остается постоянным. Вдоль каждой из линий 
f{x,y) = С. (/ = 1,2,...), где С.- постоянные, скаляр z остается 
постоянным и меняется только при переходе точки {х, у) с од
ной линии на другую. Эти линии называются изолиниями (изо
барами, изотермами и т. д.). 

2°. Уравнение u = F(x,y,z) в каждой точке [x,y,z) неко
торого трехмерного пространства определяет поле скаляра и. 
Поверхностью уровня функции u==F(^x,y,z) называется повер
хность F[x,y,z) = C, в точках которой значение функции ос
тается постоянным. Поверхности уровней или изоповерхности 
имеют вид F[x,y,z) = C. (/ = 1,2,...) и на каждой из них ска
ляр и остается постоянным. 
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Если скалярная функция точки задана выражением 
t/(M) = t/(xpX2,...,x„) = t/(r) , где г —радиус-вектор точки 
М (xj,Х2,..., х^), то в пространстве п измерений ей соответству
ет семейство гиперповерхностей уровня w (хрХз,...,х^) = С.. 

1.1. Построить линии уровней функции (при z = О, 1,2): 

-х-у\ а) z = ^ + / - l ; б) Z-
Решение, а) Полагая z = О, 1,2, запишем уравнения соот

ветствующих линий уровня: 
2 2 2 2 

—+ — = 2, 
4 1 

2 2 

4 1 4 1 
На плоскости Оху эти линии уровней представляют се

мейство эллипсов (рис. 17.1), симметричных относительно ко
ординатных осей. 

Рис. 17.1 

б) Полагая z = О, 1,2, получим уравнения линий уровня: 
у^ =х, j ; ^ = х - 1 , у^ =х-2. На плоскости Оху эти линии 
уровней прадставляют параболы, симметричные относитель
но оси Ох, с вершинами в точках: х = О, х = 1, х = 2, ветви 
которых не пересекаются (рис. 17.2). 

Рис. 17.2 
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1.2. Найти поверхности уровня функций: 
a ) w = x ^ + y ~ z ; б) i /=x + 3; + z; ъ) и-х\^-х\-\-х\^'х\. 
Решение, а) Полагая и — 0,±1,±2,..., получим уравнения со

ответствующих поверхностей уровня: 

в декартовой системе координат Oxyz эти поверхности уровней 
представляют семейство параболлоидов (рис. 17.3), симметрич
ных относительно оси Oz, с вершинами в точках z = О, z = ±1,... 

Рис. 17.3 

б) Полагая w = 0,±1,±2,..., получим уравнения поверхнос
тей уровня: x+> '+z= О, x-\-y + z = ±l, x-\-y + z = ±2, кото
рые в пространстве представляют семейство параллельных 
плоскостей, одинаково наклоненных к координатным осям (рис. 
17.4) и отсекающих на координатных осях отрезки, соответ
ственно равные: х = y = z = 0, x = y = z = ±l, х = y = z = ±2,... 

Рис. 17.4 
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в) Полагая и = С. {i = 0,±1,±2,...) получим уравнения ги
перповерхностей уровня jcf + jC2 +Хз +х1= е., которые в 4-х 
мерном пространстве представляют 4-мерные сферы. 

17.2. Производная в данном направлении. 
Градиент 
р . Если функция и = F{x,y,z) дифференцируема, то про

изводная в данном направлении J определяется по формуле 

du dF dF Г} ^F _-̂  -г .^^ 
— = —-cosa + —-COSP + —-cos7 = iV/o, (1) 
dl ox oy oz 

где cos a, cos j8, cos 7 —направляющие косинусы вектора J; 
/Q{cosa,cosj8,cos7} — единичный вектор направления / ; 
-\dF dF dF] 
N< -z-^^-^r-,rr—> — нормальный вектор поверхности уровня. 

[ дх ay oz J 

Если точка (л:, j;,z) перемещается по прямой 

x = XQ+/cosa, >̂  = >^o+/cosj8, z = Zo + /cos7 

со скоростью — = 1, то скаляр u=F(x,y,z) изменяется со ско-

du du ростью t; = — = —. 
dt dl ^ . 

В случае функции двух переменных z = f[x,y) производ
ная в данном направлении вычисляется по формуле 

— = ^ c o s a + ~^sina, (2) 
dl ox oy 

где a — угол между вектором J и осью Ох. 
Точки, в которых производная функции в любом направ

лении равна нулю, называются стационарными точками этой 
функции. 
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2°. Градиентом скаляра и = F(x,>^,z) называется вектор 

(3) 
ЪР^ дР-, дР г ^^ 
дх ау dz 

где V = —Т-{ ] +—к — оператор Гамильтона (набла). 
дх ду dz 

Градиент есть вектор скорости наибыстрейшего изменения 
скаляра и в данной точке. Направление вектора прямо про
тивоположного направлению градиента, т. е. — gradw(M,) 
характеризует наибольшую скорость убывания функции 
W ( M ) при переходе точки М через точку My Направление 
вектора grad и в некоторой точке М совпадает с направле
нием нормали к поверхности (линии) уровня в этой точке. 

Производная в направлении вектора J и градиент функ
ции связаны формулой 

— = Пр^ gradw, 

du 
и производная — в направлении градиента имеет наибольшее 

значение 

^ . (4) = gradi/ = J -— 

2.1. Дана функция z = ln\3x^ +2y^j и вектор Я = ЗГ + 7-
Найти gradz в точке М(-1,2) и производную по направле
нию вектора Я в точке М. 

Решение. Пользуясь определением градиента, найдем час-
dz 6х 

тные производные — = ., 
дх 3 x 4 2 / 

и 
dz 6у 
ду Зх^+2у 3 ' а также их 
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значения в точке М : — 
Эх 

graaz = 1 +—/ = — ( -
19 19 19^ 

6 

•Г+ 27). 

и 
dz 
ду 

12 

м ' 1 9 ' 

Гпава 17 

Отсюда 

Для определения производной по направлению вектора п 
найдем направляющие косинусы вектора Я 

3 3 ^ 1 
cosa = —7= =—г=, cosp = 7 з ч 7 Vio' лЯо" 

Отсюда по формуле (1) будем иметь 

dz 
dn 

6 3 12 1 
Л/ 19л/Г0 19 Vio 19л/10' 

2.2. Найти производную функции w = х^ + >'̂  + ẑ  в точке 
М(1,1Д) в направлении вектора r|cos60°,cos60%cos45°j и 
длину grad и в той же точке. 

Решение. Найдем частные производные функции w и их 
значения в точке М 

и[{М) = 2, < ( М ) = 2, < ( М ) = 2. 

Отсюда производная функции и в направлении вектора I 
в точке М равна щ {М) = 2 cos 60° + 2 cos 60° + 2 cos 45° = 2 + v 2. 

Градиент функции и в точке М равен grad w = 2/ + 2j + 2^, 
а его длина по формуле (4) будет 

|grad и\ = V4 + 4 + 4 = 2л/з. 

2.3. Найти наибольшую крутизну поверхности ẑ  = ху в 
точке М(4,2). 

Решение. Наибольшая по абсолютной величине крутиз
на поверхности численно равна модулю градиента функции z 
в точке М, Для нахождения градиента вычислим частные про
изводные в точке. Полагая F{x,y,z) = z^ -ху, будем иметь 
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dF_ 
Эх <(л^)-# 

^'Лму 

dz 

aF 
dz 

2z 

X 

Yz 

M 

M 

4 ' 

2 

, . . V2 - л/2 -
Отсюда grad z (M) = / + j , a его модуль 

2.4. Найти производную функции u=xy+yz+xz в точке 
М, (1,2,3) в направлении, идущем от этой точки к точке 
М, (5,5,15). 

Решение. Найдем направляющие косинусы вектора 
M.Mj =(5-1)Г + ( 5 - 2 ) 7 + (15-3)^ = 4Г + 37 + 12^ 

4 4 _ 3 12 
cosa: = —7 = = —, c o s p = — , cosy = —. 

л / 4 Ч з Ч Т ? 13 "̂  13 13 
Для определения производной функции и в направлении 

вектора М^М^ = / найдем частные производные 
ди ди ди 
— = y + z, — = x + z, — = х-\-у 
ах ау dz 

и их значения в точке М 

«:(М,) = 5, «;(М,) = 4, и[{М,) = Ъ. 

Таким образом, искомая производная равна 
du ^ 4 , 3 ^12 ^ 3 
— = 5 — + 4 — + 3 — = 5 — . 
dl 13 13 13 13 
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2.5. С какой наибольшей скоростью может возрастать фун
кция W = In ух^ -у^ +z^j при переходе точки М (х,y,z) через 
точку MQ (1,1,1)? 

Решение. Наибольшая по абсолютной величине скорость 
возрастания функции и при переходе точки М через точку М^ 
совпадает с направлением градиента функции и в точке М^ и 
численно равна модулю градиента функции в этой точке. На
ходим частные производные функции и ее градиент в точке М^ 

ди _ 2х ди _ 2у ди _ 2z 
дх х^ -У+z^' ду x ^ - / + z ^ ' dz x ^ - ^ + z ^ ' 

и:{М,) = 2, < (Мо) = -2 , и:{М,) = 2; 

grad и [MQ ) = 2/ - 2j + 2k. 

Отсюда наибольшая скорость возрастания функции при пе
реходе точки М через точку М^ по формуле (4) равна 

|grad и (Мо )| = V4 + 4 + 4 = 2л/з. 

2.6. Найти стационарные точки функции z = x^ —Зху + у^. 
Решение. В стационарных точках производная функции по 

любому направлению равна нулю. Для этого необходимо, что
бы все частные производные первого порядка функции одно
временно обращались в нуль. Находим частные производные 
и приравниваем их нулю 

^ = 3х'-3у = 0, ^ = 3у'-3х = 0. 
дх ду 

Решая эту систему уравнений получим две стационарные 
точки: (0,0) и (1,1). 

2.7. Вывести формулы: а) grad(uv) = u gradv + vgradw; 
,(u\ vgmdu-ugradv 

6) grad - = ^ 
yv J V 
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Решение, а) Пользуясь определением градиента будем 
иметь 

grad(i/y) =—{uv)i +—{uv)j -^—{uv)k = 
Эх Ъу dz 

dv-r dur dv -: ди -: dv r du r 
= u — I +v — I +u—J +y — J -\-u—кл-v — к = 

дх дх ду ду dz dz 

(dv^ dv -: dv -^ 
— I + — j + — к 
dx dy dz 

+ У 
( du r du -z du -\ 

— I + — 7+ — к 
dx dy dz 

= и grad v + v grad u. 

6) Аналогично 

grad ̂ -^ d(u\ dfuV. d^-^ 
v^y 

I + — 
dy 

du 
V- и 

du dv 
V-—и 

y + dz 
и 

dxyv 

dv 
v^y 

du 
V-—и 

\k = 

dv 

( du ^ du -z du -\ 
— i +-:r-J^-:r-k \-u 
ax ay dz 

(dv-T dv -. dv -\ 
— z +^—j+-—k 
dx dy dz 

ugradw-wgradt; 

2.8. Доказать ортогональность поверхностей уровня полей: 
u=x^+y^-z^ и v = xz + yz. 

Решение. Будем определять угол между поверхностями уг
лом между нормалями к ним, которые совпадают с направле
ниями градиентов к поверхностям уровня 

grad и = 2x1 + 2yj -2zk , grad v = zi +zj + (х +y)k. 

Из условия ортогональности двух векторов 
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(grad w, grad у) = 2xz + lyz - 2z(x + j^) = 0 

следует ортогональность поверхностей уровня. 

2.9. Вычислить grad w, если w = —, где г = ^х^ + j ; ^ + ẑ  
г 

Решение. По определению градиента имеем 
xi yj zk 

gradw= r- + - ' -
(x4 /+z^)2 ( x 4 / + z ^ ) ^ ( x 4 / + z 

x/ -^ yj -\-zk r 

|2 

3 ^ 3 -

(x4/+z^) 

17.3. Векторное поле. 
Дивергенция и вихрь векторного поля 

р . Векторным полем называется область (плоская или про
странственная), каждая точка М которой характеризуется не
которой физической векторной величиной а = а{М) = а{г), 
где а — векторная фунция точки, г =хТ + yj -\-zk — радиус 
вектор точки М. В декартовой системе координат вектор а 
равен a=aj^aj + aj<:, где a^=a^{x,y,z), ay=^a^{x,y,z), 
а^ =a^[x,y,z) — проекции вектора а на координатные оси. 
Отсюда следует, что поле векторной величины а может быть 
задано тремя скалярными функциями а^^а^.а^, т. е. ее проек
циями на оси координат. 

Векторными линиями (силовые линии, линии тока) вектор
ного поля называют кривые, направления которых в каждой точ
ке совпадают с направлением вектора в этой точке. Векторные 
линии находятся из системы дифференциальных уравнений 

dx _dy _dz /.ч 
v̂ «. а. 
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Векторное поле, не зависящее от времени г, называется ста
ционарным^ а зависящее от времени — нестационарным, 

2°. Дивергенцией векторного поля a(^M) = aJ л-a^j Л-aJi 
называется скаляр 

,. ^ да^ Э(2 Эа^ _^ 
diva=—^ + —^ + —'- = Va, 

ох оу dz 
(2) 

Дивергенция может быть представлена в виде суммы сле
дующих скалярных произведений 

,. _ -г Эй -г Эй г Эй 
aiYa = i + 7 + к . 

дх ду dz 
(3) 

Если вектор Й характеризует поле скоростей текущей жид
кости, то абсолютная величина div й (М^) определяет мощность 
источника или стока. Так если div Й (Мд) > О, то точка М^ на
зывается источником, т. е. в любой бесконечно малой окрест
ности точки MQ ЖИДКОСТЬ возникает. Если div Й (MQ ) < О, то 
точка MQ называется стоком, т. е. в окрестности точки М^ 
жидкость исчезает. 

Если в каждой точке поля div Й = О, то векторное поле на
зывается соленоидальным, В этом случае поток вектора й через 
любую замкнутую поверхность равен нулю. 

3°. Вихрем (или ротором) векторного поля 
й (М ) = а J + ayj + a^k называется вектор 

TOta = 
(да^ 5̂ v 

ду dz 

(Эа^ да^ 
дх ду \к = 

i j к 

A A A 
дх ду dz 
ci^ а,, а. 

= Ухй. (4) 
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Вихрь может быть представлен в виде суммы следующих 
векторных произведений 

rota = 
\-г Эй] 

/ , -— 
L Эх + 

Nasi 
/ , — 

[ ^у\ + 
г Эй] 
к,— L Э2] 

(5) 

Векторное поле, во всех точах которого rot Й = О, называ
ется потенциальным (безвихревым). В этом случае существует 
потенциал U = f(f) — скалярная функция, определяемый из 
уравнения dU = a^dx + a^,dy + a^dz, причем grad U = d, 

Если векторное поле является одновременно потенциаль
ным и соленоидальным, то div(grad С/) = 0 и оно называется 
гармоническим. Потенциальная функция U в этом случае удов-

д'и д'и д'и ^ 
летворяет уравнению Лапласа —т" + "ТТ" "̂  Т Т "̂  ^ ^^^ AU = 0 

ах ау dz 
и называется гармонической. Здесь А — оператор Лапласа, рав-

ный А 

3.1. Найти векторные линии следующих полей: 
'^dz' 

\ - ^ -*' ^\ - i j k а) a = xi -yj; б) a = —Н-~ +—. 
X у z 

Решение, а) Векторное поле плоское, следовательно, век
торная линия находится из уравнения 

dx dy dx 
— = — или — = 
а, а^ X 

dy 
У 

Интегрируя,будемиметь lnjc = - ln j ; + lnC; х = —, ху = С 
семейство гипербол. 

б) Составим систему уравнений 
dx dy dz 

У 

или xdx = ydy^ xdx = zdz. \lx My \lz 
Интегрируя, получим: x^-y'^ = C^, X - z = C . Таким 

образом, векторные линии представляют линии пересечения 
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гиперболических цилиндров двух семейств. 
3.2. Найти дивергенцию векторного поля: 

а) a^x^yl^-xy^]-^yz4 в точке М(—1, 2, 1); 

б) г = yz(4xi-yj-zkY 
Решение, а) Проекции вектора а на оси координат равны: 

а^ = х^у, а^, = ху^, а^ = yz^. По определению дивергенции (2) 
имеем div а = 2ху + 2ху + 2yz. Отсюда дивергенция вектора в 
точке div а (М) = -4 - 4 + 4 = -4, т. е. точка М является стоком. 

б) По определению дивергенции имеем 

d i v r = - ^ + - ^ + - ^ = 4j;z-2;;z-2;;z = 0, 
Эх Эу 3z 

т. е. в поле вектора г нет ни источников, ни стоков. Данное 
векторное поле будет соленоидальным. 

3.3. Найти div если a = xi Л-yj л- zk, b = yi +zj + xk. 
Решение. Найдем сначала векторное произведение 

[Щ: 
^ J 
,х у 
у Z 

к\ 
z\ 
X 

= [yx-z^)i'h(^yz-x^)j+[xz-y^)k. 

Отсюда по формуле (2) имеем div 5,6 = j ; + z + х. 

3.4. Доказать, что: а) div(Ja) = fdiwa + a-grad/; 

б) div d,b \ = bvotd-arotb. 
Решение, a) По определению дивергенции, учитывая, ч т о / 

скалярная функция, имеем 

div(^)=i(M,!(|!^,^=/3« 
дх ду dz 

Эа^ Эа, 
дх ду dz + 

Э/ Э/ Э/ „.. _ . ^. 
дх ' ду dz 
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б) Воспользуемся формулой (3), тогда 

Ъу\ 

= 1 

+к-

\\да г 

+ 

\ Эб1 
' Эх J 

OZ \ 

+7-
/ V 

) 

да г + 

Учитывая свойства смешанного произведения 

дх 
гда_ 

дх 

div 

-а 

[a,b]^b 

-г дЬ 
+ 

_ Э6 
Эх 

;. Эй 
дх 

-. Эб" 

= -а 
^дЬ_ 

дх 

+ 

+ 

-: Эй 

г дЬ 
az 

г Эй 

и т. д., получим 

дх 

Отсюда по формуле (5) 

div a,b =6-го1Й-Й-го1^, 
что и требовалось доказать. 

3.5. Найти ротор векторных полей а) Й = yzi + xzj + хук; 
б) Й = x^yzi + xy^zj + xyz^k. 

Решение, а) Здесь а^ = yz, а^ = xz, а^ = ху. Пользуясь 
формулой (4) получим 

го1Й = / (х-х) + j(у-у)л-к(z-z) = 0. 

б) Здесь а^ =x^yz, а^ =xy^z, а^ =xyz^. По формуле (4) 
будем иметь 

rot Й = / (xz^ - ху^^ + j (^х^ у - yz^^-kk (^у^ Z - х^ z^ = 

= x(z'-/)i+y(x'-z')] + z(/-x')k. 
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3.6. Найти: а) rot ia b\a^ если а - xi -^ yj + zk, 
b=T + j + к; б) TOtlrEja, если r=xi+yj'\-zk, b=I + ]-hk, 
a =4 + j -k. 

Решение, a) Найдем сначала скалярное произведение век
торов ab^x + y-Vz, Тогда 

(ab\a = x{x + y-\-z^i +y[^x + y'\-z^j-\-z[x-\-y-\-z^k. 

Отсюда по формуле (4) получим 

rotf5-6 j5 = (z-->')/ +{x-z)j ^-{^у-х^к. 

б) Скалярное произведение равно г-Е = x + y-\-z. Отсюда 

(г 'b]d = -[x-^y-\-z)i +[x + y + z)j-[x-\-y + z)k. 

Таким образом, окончательно получим 

rot(r-fe)5 = ( - l - l ) r + (-l + l)7 + (+l + l )^ = ~2r + 2^. 

3.7. Является ли функция 

и = а^х^ + ajy^ + a^z'^ + 2а^2ху + la^^xz + 2̂ 23̂ ^̂  
гармонической? 

Решение. Функция U является гармонической, если она 
удовлетворяет уравнению Лапласа AU = 0. Находя вторые ча-

стные производные -—г- = 2а,, ——г- = 2^2, —-г- = 2а^, полу-
дх ду OZ 

чим Af/ = 2(a,+(22+аз). То есть данная функция будет 
гармонической, если выполняется условие а^Л-а^-^а^^ 0. 

3.8. Доказать, что векторное поле вектора 
xi + у/ + zk а = — J является гармоническим. 

Решение. Векторное поле называется гармоническим, если 
оно является одновременно соленоидальным div 5 = 0 и по-
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тенциальным rot 5 = 0. Действительно 

diva =-5̂  '- ^—^ '—+ 
{x'+y'+z') 

(х' +/ +z'f -Ъ/ {х' +/ +z'f 

"̂  ( x 4 / + z ^ ) ' ^ 

{x'+/ + z'j+3z'{x'+/ + z'j _ 

^ (хЧг+г-)' ~ 
Зх' + 3>;' + 3z' - 3(х' +y^ + z^) 

= 0. 

rot a = i 

( x 4 / + ẑ )̂  

3>;z( jc4/+z')2 3 y z ( x 4 / + z ' ) 2 

( x 4 / + z ^ ) ( x 4 / + z^) 

+У 

+k 

3 x z ( x ' + / + z')2 3 x z ( x 4 / + z') 

( x 4 / + z ^ ) ( x 4 / + z ^ ) 
+ 

3> 'x (x4 /+z ' )2 3> ' x (x '+ /+z ' ) 
= 0. 

(x4/+z^) (x'+y' + z') 

3.9. Доказать, что: a) rot (уЗ) = [grad/, a ] + / rot a; 

6) rot a,b =adiv6-6diva + - ^ . 
^ L J db da 

Решение, a) По формуле (5) имеем 
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rot(ya) = 
Эх 

7 ^ifa) к. 
d{Ja) 

dz 

i,\ a^^ + f — 
^ Эд: Эл: J J ^_ y, dy dy 

V 
' « 

J 

/ r 
+ / Эд: 

Л dz dz 

n Ъа 
+ Эх Э>̂  dz 

= [grad/,5] + / r o t 5 . 

6) Векторное произведение есть вектор, т. е. 

1 7 ,̂ 

г Э5 

[5,6~] = « . « V « Z 

к к К 

Проекция ротора этого вектора на ось Ох равна 

^ ( I. L \ ^ / L » \ 7 ^ « х ^^V ^К 

г^('"Л-<'Л)-^(''А-<'А)=*,з;7+'''-^-'''1^-

ay dz dz dz ' dz 

Проекция на ось Ox правой части доказываемого равен
ства равна 

а^ 
(db^ db^ Э/>Л 

dx dy dz 
da^ da da^ 
— - + —^ + —-
Эх dy dz 

, - da^ , da 

da^ Э6, db^ Э6, db^ db^ ^ da^, 
dz dx dy dz dy dz dy 

, da^ , da^ , da^ dh db^ 
dz ^ dy dy ^ dz 
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Легко проверить, что обе эти проекции равны. Аналогич
но проверяется равенство проекций на оси Оу, Oz, что и дока
зывает данное выражение. 

17.4. Дифференциальные операции 
2-го порядка 
4.1. Используя векторный смысл оператора Гамильтона V, 

доказать дифференциальные операции 2-го порядка: 
а) grad div 5 = V(V,й), 
б) divgradC/ = (V,V)t/ = V'[/ = AC/, 
в) divrot5 = (V,[V,5]) = 0, 
г) rotgradt/ = [V,V]t/ = 0, 
Д)Г01Г01Й=[У,[У,Й]], 
e)div (Aa) = A(div5). 
Решение, а) Используя оператор V = / hj \-k^r- и 

Эх ду 
градиент grad/ = V/, будем иметь 

dz 

grad 
да^ Эа̂  Эа 

= grad(V,5) = V(V,5). 
Эл: ду dz 

б) Действительно, используя (V,V) = V^=A, получим 

divgradi7 = div 

- + Т- + 
д'и 
dz' 

дх ду dz 
) 

дх' ду' 
в) Используя выражение div г = (V,r ) и rot й = [V,5], по

лучим 
div rot а = (V,rot й) = (V, [V,а]) = 

дх\ 
да^ да^, Л 
ду dz I ду ydz дх J dz\ 

(да^_да^ 
дх ду 

= 0. 
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Данная операция приводит к нулю, поскольку мы имеем 
смешанное произведение компланарных векторов, 

г) Действительно 

rot (grad f/) = rot 

dydz dzdy 

дх ду dz 
= rot(VC/) = [V,V]C/ = 

Г ^2 
I + bzbx bxbz 

(:^'>-
-/• + дхду дудх k = 0. 

Данная операция приводит к нулю, поскольку мы имеем 
векторное произведение двух коллинеарных векторов. 

д) Поскольку rot а = [V,a], то 

rotrota=[V,[V,5]]. 
е) Действительно 

div(Aa) = ^ ( ^ . ^ ( ^ . ^ ( ^ . 
^ ^ дх ду dz 

Используя оператор Лапласа А, приведем это выражение 
к виду 

div(A5) = Э̂  (да 
дх' 

да^ да ^ 
дх ду dz 

(да^ да^ да^ 

(да^ да^ Эа, 
dz' 

-+—^н--
Эл: ду dz h=Adiv5. 

д/ дх ду dz 

. 3 , 2 , 4.2. Найти: а) div grad С/, если U = х у z\6) grad div 5, если 
а = x^^i + y^^j + z'^k; в) rot rot 5, если a = x'yi + y'zj + z'xk. 

Решение, a) Найдем сначала градиент функции U = x^y'z 
grad и = 3x'y'zi + Ix^yzj + x^y'k. 

Отсюда div grad U = 6xy'z + 2x^z = 2xz {by' -{-x'y 
6) Найдем сначала дивергенцию вектора а 
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divЙ = 4Jc^+4/+4z^ 

Отсюда градиент 

graddiv5 = 12x^r + 1 2 / 7 + 12z^^ = 12(x^r + / 7 + ^^^)-
в) Полагая а^ - х^у, а^ = y^z, а^ = z^x, найдем ротор 

вектора а 

rot а = -y^i - z^j - x^k. 

Отсюда rot rot 5 = 0, т. е. векторное поле вектора rot а потен
циально. 

4.3. Найти: а) divgrad(wy); б) rot rot (cw), если с —по
стоянный вектор. 

Решение, а) Найдем сначала градиент произведения двух 
скалярных функций 

grad(w£;) = (^u — + v—]i + 
Эх Эх I 

Э̂ ; ди 
ду ду) j + 

f dv ди^ 
u-—'{-v — 

az az 

Дивергенция этого вектора равна 

W v_ d^v dudv д^и dv ди d^v ди dv 
дх^ Эх Эх Эх̂  Эх Эх ду^ ду ду 

+V-
д^и dv ди d^v ди dv д^и dv du 

- + и- - + V' 
dy dy dy dz dz dz dz dz dz 

r^2 
•u 

+v 

Э ^ ^ Э \ ; ^ Э > ' 1 
Эx'"^Э/'^Эz 

V -̂  у 

(d'u d'u d'u^ 

+ 2 (dudv dudv dudv^ 
Эх Эх Э;; dy dz dz 

= w div grad t; + 2 (grad w, grad t;) + У div grad w. 
I Эх Э̂ ' dz j 

6) Найдем сначала rot (си), учитывая, что с — постоян
ный вектор с =c{i + j-^kj 
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rot(cw) = 

Отсюда 
\ду dz \ci Н- dz дх к/* + удх ду] 

ск. 

rotrot(cw) = 
г :̂ 2 д'и д'и д'и д'и ^ 

+ дхду ду^ dz^ dxdz \ci + 

( д'и д^и д'и д'и 2.. \ 

+ 

dydz dz дх^ дхду 

(д'и д'и д'и ] 
дх дхду dxdz 

(д^и д^и д^и 

\cj + 
(д'и д'и д'и д'и 2 . . Л 

dxdz дх^ ду^ dydz 
\ск = 

(d^u d'u d'u 

J 
2 . . Л 

2 Л 
• + -

\скА 

dy dxdy dydz 

d'u d'u d'u\ 

cj-^ 

dx' dy' dz' I dz" dxdz dydz 

( d d dYdu^ du-: du-
= \ c — + c—- + c— I —I +—j+ — к 

I Эх dy dz II dx dy dz 
= (c, V) grad и - Auc, 

\(ci +cj-bckj = 

-Auc 

17.5. Интегралы теории поля 
и теории потенциала 
1°. Поток вектора. Потоком векторного поля а{М) через 

поверхность S называется поверхностный интеграл 2-го рода, 
который может быть сведен к вычислению поверхностного ин
теграла 1-го рода 

Q = jj{a,n)dS=\{ a^dS = [J a^dydz + a^dxdz + a^dxdy = 
s s s 

= \Ua^ cosa + a^ cos p + a^ cosy)dS, (1) 
s 

где n {cos a, cos j8, cos 7} — единичный вектор нормали к повер
хности S. 
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Вычисление интеграла (1) может быть представлено в виде 
суммы трех двойных интегралов 

S 5, 

'^jja,{x,y{x,z),z)dxdz + jja^[x,y,z{x,y))dxdy, (2) 

где 5p 5*2,5*3 — проекция поверхности S на плоскости Oyz, Oxz, 
Оху; переменные x = x(y,z), y = y(x,z), z = z(x,y) нахо
дятся из уравнения поверхности S, разрешая его относительно 
соответствующих координат. 

Если вектор а определяет поле скоростей текущей жидко
сти или газа, то поверхностный интеграл определяет количе
ство жидкости или газа, протекающей за единицу времени через 
поверхность S в заданном направлении. Переход к другой сто
роне поверхности S меняет направление нормали на противо
положное, а следовательно, и знак поверхностного интеграла. 

При явном задании поверхности z = f{x,y) элемент пло
щади имеет вид 

dS = ^l + {z[f+{z;fdxdy, (3) 

а направляющие косинусы нормали к поверхности находятся 
по формулам 

cosa = —. "" , cosp= ^ 
±^i+(z:)4(z;f' ~±^i+(z:)4(z;)^' 

cos7 = 

Подставляя в формулу (1) выражения (3), (4), находим еще 
одну формулу для вычисления потока вектора а через повер
хность 
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Q=\\\_<^A<Y<'y[<Y<^^dxdy. (5) 

Здесь предполагается, что нормаль образует острый угол с 
осью Oz, следовательно, cos у > О и в формулах (4) берется знак 
«+». В случае cos у < О в формулах (4) следует брать знак «-». 

2°. Формула Остроградского-Гаусса. Если V—некоторая 
замкнутая область пространства, ограниченная гладкой повер
хностью 5, и функции P{x,y,z), Q(x,y,z), R{x,y,z) непре
рывны со своими частными производными первого порядка в 
области F, включая границу 5, то справедлива формула Ост
роградского - Гаусса 

jjPdydz + Qdzdx + Rdxdy = jj^ дР dQ дЯ 
дх ду dz 

dxdydz. (6) 

Если поверхностный интеграл второго типа заменить повер
хностным интегралом первого типа, то формула (2) примет вид 

ЭР dQ dR 
Эх ду dz 

\dxdydz. (7) ^j{Pcosa + Qcos р + Rcosy)dS = ^Ш 

где а,Р,у — углы между внешней нормалью к поверхности S и 
координатными осями. 

В векторной форме формула Остроградского - Гаусса име
ет вид 

Л (й, /?) ̂ 5 = j j j div а dxdydz, (8) 
S V 

где d = aj +a^,j+a^k или a = P[x,y,z)i -\-Q(x,y,z)j + R[x,y,z)k. 
Формула (8) определяет поток векторного поля а через зам

кнутую поверхность S в направлении ее внешней нормали п. 
3°. Формула Грина. Пусть L — граница некоторой облас

ти 5 в плоскости Оху и функции Р{х,у) и Q{x,y) непрерыв-
dQ дР 

ны, вместе со своими частными производными —- и — в 
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области 5, включая границу L. В этом случае справедлива фор 
мула Грина 

(^Pdx + Qdy = ^^ 
дх ду 

\dxdy, (9) 

которая преобразует криволинейный интеграл, взятый по замк
нутому контуру, в двойной интеграл по области S, ограничен
ный этим контуром. Обход контура L выбирается так, чтобы 
область S оставалась слева, т. е. против часовой стрелки. 

4°. Формула Стокса. Если L — некоторый замкнутый кон
тур поверхности S и функции P[x,y,z), Q{x,y,z)H R[x,y,z) 
непрерывны вместе со своими частными производными перво
го порядка на поверхности 5, включая границу L, то справед
лива формула Стокса 

jPdx + Qdy + Rdz 

dQ 
дх 

ЭР 
Э7 

Л f 
\dxdy + \ 

J V ду dz 
\ / 
\dydz-h\ 

J V 
\dxdz, 

dz дх J 
(10) 

Следует заметить, что сторона поверхности и направление 
обхода контура определяются так же, как и в случае формулы 
Грина. Если в качестве поверхности S взять плоскую область 
на плоскости Оху, так что z = О, то формула (10) преобразует
ся в формулу Грина. 

Если поверхностный интеграл второго типа заменить по
верхностным интегралом первого типа, то формула Стокса 
примет вид 

jPdx + Qdy + Rdz = 

=я дх ду 
дР^ (дЯ 

cosa + 
V 

Э£ 
ду dz 

COSp+ — — - COS/ 
ydz дх J 

к, (11) 
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где со8а = со8(хЯ), cosjS =со8(з;Я|, cos7 = cos(z«j — н а 
правляющие косинусы внешней нормали п к поверхности S. 

5°. Работа поля. Циркуляция вектора. Работа поля а вдоль 
кривой L определяется интегралом 

Ua,dr)= la^dx + aydy + a^dz, (12) 
L L 

Если кривая L — замкнутая, то интеграл (12) называется 
циркуляцией векторного поля а вдоль кривой L, обозначается 

C = j){a,dr) 
L 

и характеризует вращательную способность поля на контуре L. 
Если замкнутая кривая L ограничивает поверхность 5, то 

имеет место формула Стокса, которая в векторной форме при
мет вид 

C = ^ ( a , J r ) = JJ(rot5,H)t/5 (13) 
L 

И означает, что циркуляция векторного поля а по замкнутому 
контуру L равна потоку вектора rot а через поверхность 5, 
ограниченную этим контуром L. 

6°. Потенциал. Скалярная величина U называется потен
циалом векторного поля а, если grad [/ = 5. Само же векторное 
поле а в этом случае называется потенциальным. Необходимым 
и достаточным условием потенциальности поля а является ра
венство нулю вихря этого поля rot 5 = 0. Поскольку 

^гт ^и ^ ди ̂  ди ^ 
аи - ——ах-^-г—ау + ——dz = а^ах + а dy + a^dz, 

ox ay oz 
TO потенциальная функция U с точностью до произвольного 
постоянного слагаемого определяется линейным интегралом 

в 
и= j{a,dr)= ja^dx-ha^,dy + a^dz = jdU = U{B)-U{A), (14) 

АВ АВ А 
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Линейный интеграл не зависит от формы кривой А В и 
определяется разностью значений потенциального поля в кон
це и начале пути интегрирования. Поэтому за путь проще все
го взять ломаную со звеньями, параллельными координатным 
осям, а за начальную точку А — начало координат. 

5Л. Найти поток вектора а = хЧ - y^j i- z^k через часть 
сферы х^ -f j ; ^ + z^ = i ? \ jc > О, y>0, z > 0, в направлении 
внешней нормали. 

Решение. Используя формулу (1), имеем 

J [ (й, Я)^^ = Ux^dydz - y^dxdz + z^dxdy, 
s s 

Таким образом, задача сводится к вычислению трех ин
тегралов. Преобразуя эти поверхностные интегралы в двойные 
по формуле (2), будем иметь 

jj{a,n)dS = \^x^dydz--j^y^dxdz+jjz^dxdy = 
1J i j j 0 2 " З̂ 

= jj{R^ -у' -z^)dydz'-\j(R^ --х^ -z^)dxdz + 

Переходя к полярным координатам, получим 

ll{a,n)dS = ]d(pl{R'-p')pdp-]d(p\{R'-p')pdp + 
S 

+ 
"'- '- nR' ]d<p\{R^-p^)pdp = 
0 0 " 

5.2. Найти поток векторного поля а = ху1 -\-zj '\- 2у^к через 
часть поверхности 4х^ +у^ = 4 - z , лежащую в первом октанте 
л: > О, j^ > О, Z > О, в направлении нормали, образующей ост
рый угол с осью Oz, 
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Решение. Для нахождения потока воспользуемся форму
лой (1). Разрешим уравнение поверхности относительно z и 
найдем производные 

Элемент площади поверхности и направляющие косинусы 
нормали к поверхности S находятся по формулам (3), (4). По
верхность S представляет эллиптический параболоид (рис. 17.5). 

Рис, 17.5 

Спроектируем его на плоскость Оху и рассмотрим четвер
тую часть D. По условию нормаль образует острый угол с осью 
Oz, следовательно, cos 7 > О и в формулах (4) перед корнями сле
дует брать знак (+). Расчетная формула примет вид (5). Коорди
наты вектора а по условию равны а^=ху, а̂  = z = 4 - 4x - _у , 
а^ =2у'^, отсюда 

D 

1 2>У1-;с^ и\-х' 
= 8jrfx J j ; ^ ^ = 4 j / rfjc = 16J(l-x')d^ = 

32 

-. 1 - 2 -* 5.3. Найти поток вектора а = z/ +—х/+—jA: через часть 

поверхности x + 2y-^3z = \, лежащую в первом октанте х>О, 
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y>Q, z > О, в направлении нормали, образующей острый угол 
с осью Oz. 

Решение. Воспользуемся формулой (5). Для этого найдем 

проекции вектора на оси координат: a^=z = —{\-x-2y), 

1 2 , 1 , 2 
«V = 7"^' ^z-';:y и производные z= — , ẑ  = — : 

6 9 3 3 

^ r rO / i . ч 1 1 2 2 \dxdy. 

Проекция поверхности на плоскость Оху представляет об
ласть 5*̂ ,̂ ограниченную прямыми х = 0,>̂  = Ои x + 2j; = l (рис. 
17.6). Отсюда 

, 1 ' - 5 " - " ' 

^-^\'" \ *=н^ 
{\-х) 

— \(\-x)dx = — 
18Г 18 

.2 \ 
X 

dx = 

~ 3 6 ' 

Pwc. 17.6 

5.4. Найти поток вектора а = хЧ + у^] + z^k через полную 

поверхность конуса j — < —^, 0<z<H. 
R Н 
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Решение. Воспользуемся формулой Остроградского - Га
усса (8), тогда 

R \IR--X- Г 3 • 

= 3\dx J ( x4 / ) z + ^ 
-R -.JR^I 

dy = 
H n—2 

1 
+ -

3 

-R -v^w"L V ^ 

Переходя к полярным координатам, получим 
2я R 

l\{a,n)dS = 3ld(pl р U - - P 1 
3 R' ^ 

/ J 

= 67Г (R^_H_R^ ^^^IMl.^^ 
4 R5^3 2 3R'5 

Зтг -R'+H' 
2 

pdp = 

\ 
HR\ 

5.5. С помощью формулы Остроградского - Гаусса вычис
лить \ \ х^dydz+ у^dxdz+ z^dxdy, взятый по наружной поверхно
сти тетраэдра, образованной плоскостями jc4-j; + z = a, х = 0, 
у = 0^ Z = 0. 

Решение. Сопоставляя данный интеграл с левой частью 
формулы (6), находим, что Р = х^, Q = y^:> R = z^. Найдем 

ЭР ^ 2 э е ^ 2 эл ^ 2 
первые производные — = 3х\ -^^ - Ъу , — = 3z . 

Ъх Ъу dz 
На основании формулы (6) задача сводится к вычислению 

интеграла 
а а-х а-х-у 

о о 
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а а—х i 

W = ?>\dx J х^ {а-х)-х^у + у^ {а-х) — };^ Л- — {а-х-у) 
о о V 

= —I х^ (а -х ) + - ( а - х ) ш: = 0,2а\ 

5.6. Вычислить [[(xcosa + j;cosj8 + zcos7)^5' по внешней 
S 

поверхности тетраэдра, ограниченного плоскостью х + >̂  + z = 1, 
расположенной в первом октанте. 

Решение. По формуле Остроградского - Гаусса (7), где 
Р-х, Q = y, R = z, имеем 

Эх ду 3z 1, , , 
— Н н \axayaz = 
Эх ду dz 

1 1-JC 1 - х - г I 

= 3 j j j (ix(iyJz = 3J(ix j (iy J dz = —. 

j j (xcosa + j;cos j8 + zcos7)(i5 = Jj j 

V 

V 0 0 

5.7. Вычислить 

/ = JJ x^cos(w,/) + y^ COS (я, 7 ) + ẑ  cos [nJyidS 

no внешней поверхности параболоида x^ -\-y^ Л- 2az = a^, z = 0, 
расположенной во втором октанте. 

Решение. Согласно формуле (7) обозначим Р-х^, Q^y^ •> 

R = z . Найдем производные — = 2х, - ^ = 2у, — = 2z. По 
Эх Э̂^ Эz 

формуле Остроградского-Гаусса имеем 

I = 2\{\{x + y + z)dxdydz = 2{{dxdy J {x + y + z)dz = 

Переходя к полярным координатам, получим 

\dxdy. 
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Аа' 

л тс а -ш к а 

1= —j{coscp-{• sin(p)d(p^(^а^ -р^)p^dр + —5-jJ<pJ(a^-р^) dp = 

2 

\6а' 
ка 
"48" 

5.8. Вычислить с помощью теоремы Остроградского - Га
усса поток вектора а = (у^ + z)/ + Ъу^] + вх^ук в сторону внеш
ней нормали через полную поверхность тела, лежащего в первом 
октанте {х>0, у^О, z > 0) и ограниченного поверхностью 
S\ x + 2y-{-2z = 2. 

Решение. Поверхность ограничена координатными плоско
стями д: = 0, у=0, Z = OHПЛОСКОСТЬЮ x-\-2y + 2z = 2 (рис. 17.7). 

Рис. 17.7 

Воспользуемся формулой (8). Находим дивергенцию вектора 

Поверхность S проектируется на плоскость Оху в об
ласть, ограниченную осями Ох, Оу и прямой х -^ 2у = 2. 
Отсюда ^ 

1 — 1 - - -
2 2 

Q = \\\6ydxdydz = 6\dx \ dy I ydz = 6\dx j yz dy = 
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6\dx\ 
о О 

- . - ! > - / ^-1'-ff-f dx = 

V 2 J 

1 - ^ 
2 

5.9. Проверить формулу Грина для интеграла: 

' — I, взятого по контуру Д ABC с вершинами^ (1Л), 
у X 

JB(2,1), С (2,2); б) J(j9; + x+>^)tic + (xy + jc--;;)(i;;, взятого по ок

ружности х^ +у^ =х. 

Решение, а) В данном интеграле Р(х,у) = —, 0{х:>у) = — • 

ЭР 1 э е 1 / 
Частные производные — = — - , -^^ = —г-. Следовательно, по 

ду у дх X 
формуле Грина будем иметь 

§ 
dx dy 
у X =Я 1 1 

—+ — 
X у 

\dxdy. 

Область интегрирования показана на рис. 17.8 и ограни
чена прямыми: у = х, X = 2, у = 1. Найдем двойной интеграл 
по площади треугольника 

я[-1 1 
2 + 2 • \dxdy- \dx\\ ^г + —г- Wv= I —: J "I \w /J я ̂  

\ 
+1 

J 2 

Найдем теперь значение криволинейного интеграла непос
редственно по контуру треугольника. Уравнение АВ\ j = 1, 
dy = 0; уравнение ВС: х = 2, dx = 0; уравнение С А: у = х, 
dy = dx. Отсюда 



ВЕКТОРНЫЙ АНАПИЗ 343 

I dx dy 
У X 'hhl-h-n-l dy cf dx dx\ 

AB ВС CA 1 2' 

в 

Рис. 17.8 

б) В данном интеграле Р = ху-\-х + у, Q = xy + x-y. Част
ные производные — = х +1, -^ = д; +1. По формуле Грина 

ду дх 

\(xy + x + y)dx + [xy-{-x-y)dy=\Uy-x)dxdy. 
L S 

Область интегрирования показана на рис. 17.9. Переходя к 
полярным координатам, двойной интеграл по области S равен 

s in^ 

\Uy-x)dxdy= J (cos(p-sin(p)(i^ j p^dp = 

= — J (sin^^cos^--sin'*^W(p = — J sin"^ (pd(p = . 

Рис. 17.9 
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Найдем теперь значение криволинейного интеграла непос-
редственно. Для этого представим нашу окружность 

л-у = — в параметрическом виде х — = —cos/, 1 
X 

2 
>̂  = — sin t. Криволинейный интеграл в этом случае будет 

VYl/ . ч 1 1 1 . У 1 . Л 
I —(cos/sin^ + sm^) +—COS/ + —+ —sin/ — s m ^ r + 

In 

+ f f l / • Ч 1 1 1 . V 
—(cos/sm/ + smn +—cos/H sm/ --cos/a/ = 

\\A^ ^ 2 2 2 J2 
= — -s in^/ -cos^/ \dt^ . 

5.10. Показать с помощью формулы Стокса, что 
\ yzdx л-xzdy л-xydz по любому замкнутому контуру равен 
L 

нулю. Проверить это вычислением интеграла по контуру А ОАВ 
с вершинами О (ОДО), v4 (1,1,0) и 5(1,1,1). 

Решение. Согласно формуле Стокса (10) обозначим Р = 
yz, Q-XZ, R = ху. Тогда 

эр^ др__ эе_ эе_ дк__ м _ 
ду dz ' Э х ' dz ' дх ' Эу 
Подставляя эти производные в формулу Стокса, получим 

\yzdx + xzdy + xydz = 
L 

= \\{z-z)dxdy+{Ux-x)dydz+\Uy-y)dxdz = 0. 
s s s 

Треугольник ОАВ показан на рис. 17.10. Запишем уравне
ния его сторон. Уравнение О А: х = у, z = 0; уравнение АВ: х 
= I, у = 1; уравнение ОВ: х- у - z. Представим криволиней
ный интеграл в виде суммы интегралов 
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j + J - f J = j ( x 0 ^ : + x0d[r + xV0) + J(zJ0 + zJ0 + flfz) + 
ОА АВ ВО О О 

1 

+ {x^dx-^y^dy + z^dz = 1-1 = 0. 

B{1JJ) 

Рис. 17.10 

5.11. Применяя формулу Стокса, найти интеграл 

I =\xdx + {x'\-y)dy-\-{x + y + z)dz^ 
L 

где L кривая х^+у^=а^^ z = x-\-y и проверить результаты 
непосредственным вычислением. 

Решение. Согласно формуле Стокса (10) обозначим Р = х, 
Q- х + у, i? = x + >^H-z. Найдем производные 

^ = 0 , ^ = 0 , ? е = 1 , ^ = 0 . ^ = 1 , ^ = 1 . 
ду dz дх dz дх ду 

Тогда по формуле (10) будем иметь 

{xdx + (x'{-y)dy + {x-hу + z)dz = {{dxdy + {{dydz- \{dxdz, 
L S S S 

Найдем первый интеграл в правой части последнего выра
жения. В сечении цилиндра х^'{'у^ =а^ плоскостью z = x+y 
имеет эллипс, проекция которого на плоскость Оху есть круг. 
Тогда в полярной системе координат получим 
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In 
Vidxdy^ \d(p{pdp=Ka^. 
S 0 0 

Проекции сечения цилиндра плоскостью на координатные 
плоскости Oyz и Oxz, в силу симметрии, будут одинаковые по 
площади эллипсы. Следовательно, два последних интеграла в 
сумме равны нулю. Таким образом, I = ка^. 

При непосредственном вычислении криволинейного интегра
ла, целесообразно кривую L представить в параметрическом виде 

x = acost, y = asint, z = a(cos/ + sin/), (0<^<2л:). 

Значение криволинейного интеграла будет 
In 2л 

I = -a^\costsmtdt+ J a^(cos^ + sin/)cos^flfr + 

2л• 2;r 
+2а^ \ (cost-\-sint)(cost'--smt)dt = а^ \ cos^tdt = яа^. 

о о 

5.12. Найти работу сил поля а = ху1 + yzj + xzk при переме
щении точки массы т по замкнутой линии, состоящей из: отрез
ка прямой x + z = l, j ; = 0; отрезка прямой y + z = l, х = 0 и 
четверти окружности х^ +у^ =\, z = О (рис. 17.11) по направле
нию стрелки. 

Рис. 17.11 

Решение. Воспользуемся формулой (12). Учитывая, что 
а^ = ху, Uy = yz, а^ = xz, используя уравнения заданных ли
ний, будем иметь 
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|(Й,й?г)= J xzdz+ j yzdy+ \ xydx = 
L AB ВС CA 

1 1 1 

0 0 0 о о i i 

5.13. Найти циркуляцию вектора: 
a) a = (x^-y)i+(y^+x)j вдоль окружности радиуса R с цен
тром в начале координат; б) р вдоль одного витка винтовой 
линии jc = а cos/, y = asmt, z = bt (0<t<27r). 

Решение, a) Поскольку имеет место плоский случай, то вос
пользуемся формулой Грина 

j>{a.dr) = ll 5̂ v да \ 

дх ду 
dxdy. 

Учитывая, что а^=х^ - у, а^ = у^ + х, и переходя к поляр
ным координатам, получим 

27Г R 

j){a,dr) = 2Jd(pjpdp = 27iR\ 
L 0 0 

б) Воспользуемся формулой (12). Учитывая, что а^ =х, 
а у =у, а̂  = Z, и используя систему параметрических уравне
ний винтовой линии, будем иметь 

2л 2к 2лг 

Ud,dr)= \ а cos t {-а sin tdt)-i- {asmtacostdt+ [btbdt^ln^b^, 
L 0 0 0 

5.14. Вычислить циркуляцию векторного поля 
а = yzJ + 4x^j + у^к по линии АВСА пересечения с координат
ными плоскостями той части поверхности S: 4х^ +у^ =(z-2) , 
которая лежит в первом октанте. А, В, С — точки пересечения 
поверхности с координатными осями. 

Решение. Сделаем чертеж эллиптического конуса в первом 
октанте (рис. 17.12). Вычислим циркуляцию непосредственно 
по определению 
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С = ф(5,^г)= \^-\-^\ = (^yzdx-\-Ax^dy-\-y^dz, 
АВ ВС СА 

Дуга АВ является частью эллипса Ах^ -\-у^ =4, здесь z = 0,dz = 0 
2 

16 
3 

/ АВ о \ 

Линия ВС является прямой у = 2-z, здесь х = О, dx = 0 
|2 

hc=l/dz = \{z-2fdz = 
ВС 

{z-iy 8 
3' 

Линия СА является прямой 2х + z = 2, здесь у = 0, dy = 0 и 
-0. 
Таким образом, С = 1^д + /д^ = 8. 

1СА=0 

Рис. 17.12 

5.15. С помощью теоремы Стокса найти циркуляцию век
тора а = х^уЧ + 27 + z^k по сечению сферы х̂  + >̂^ + z^ = R^ 
плоскостью 2 = 0. 

Решение. Сечение L сферы и плоскости есть окружность 
х^ '\-у^ =R^, Поскольку а^ = х^у^, ci^-1, a^-z^, то фор
мула (13) примет вид 

ф (5, flfr ) = -3\\x^y^dxdy, 
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проекция поверхности сферы на плоскость Оху есть круг 
радиуса R. Переходя к полярным координатам, получим 

InR 

ф (Й, J r ) = -3 j j р^ cos^ (рр^ sin^ (ppdp = 
о о 

3^6 J 2. 

6 4 
f 1 Jll--(l-cos4(p) J 4 8 8 

5.16. Найти по теореме Стокса циркуляцию векторного 
поля d = zi + 2yzj + у^к по линии ABC А пересечения с коорди
натными плоскостями той части поверхности х^ + 9у^ = 9 - z, 
которая лежит в области: х > О, j^ > О, z > 0. 

Решение. Находим ротор поля 

rot 5 = 

i J к 

A A A 
дх ду dz 
z lyz y^ 

(dlyz dz\ 

dy^ dlyz 
dy dz \i + 

dz dy 2 Л 

дх 1/ + 

Поверхность х^ + 9у^ = 9 - z является эллиптическим па
раболоидом и показана в первом октанте на рис. 17.13. 

Рис. 17.13 
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По теореме Стокса 

С = JJ(rot a,n)dS = j j cos pdS, 
s s 

в данном случае cos j8 > О и cos pdS = dxdz. Отсюда 
3 9-x^ 9-x' .3 \ 

9x- = 18. C=^^dxdz = ^dx J dz = ^z\ ^ = j(9-x^)^jc = 
^xz 0 0 0 lo 0 \̂  

15.17. Найти потенциал поля: 
a) d^{6xy-xy^\i -\-\Ъх^ -x^y\j\ 6) a=yzi-^-xzj-\-xyk. 

Решение, a) Поле плоское. Убедимся, что оно потенциаль

но: 
Ч_э^. — - = 6х — 2ху, — - = 6х — 2ху, т. е. rot а = 0. 
Эх ду Эх ду 
За путь интегрирования примем ломаную ОАВ, где О (0,0), 

А (х,0), В {х,у). Тогда 
А В 

и= j {a,dr) + C = j{a,dr) + j{a,dr) + C, 
ОАВ О А 

(Й,(ir ) = (6xj^-xj^^ j(ix + f3x^ -x^yjdy. 

Поскольку вдоль прямой OA имеем у = О, dy = О, то 
А 

j(5,rfr) = 0. 

На прямой АВ имеем dx = 0 
2 , . 2 

J(5,rfr) = J ( 3 x ' - x V ) ^ 7 = 3 x V - ^ ^ ^ + C. 
А О ^ 

б) Убедимся сначала, что заданное поле потенциально, т. 
е. ro ta=0 . 

Эа, Эа Эа, Эа, Эа Эа̂  
^ " Т ^ " ' ' ' " ^ " Т ^ " ^ ' " ^ " ^ " ^ • оу OZ OZ ах дх ду 

За путь интегрирования примем ломаную О ABC, где О 
(0,0,0), А (х,0,0), 5 (х,;;,0), С (x,j;,z). Тогда 
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L О А В 

где {d,dr) = yzdx + xzdy + xydz. 
Поскольку вдоль прямой О А имеем y-Q, Jy = 0, z = 0, 

dz = О, то 

\{a,dr) = Q. 

На прямой АВ имеем dx = 0, z = О, cfe = О, следовательно, 
X) 

На прямой ВС имеем rfx = О, (iy = О и 
с г 
|(5,(ir ) = Ixydz = xyz + С. 
5 о 

Таким образом, U = xyz + С. 
5.18. Проверить, является ли векторное поле 

а = [у^ -z^)J + 2ху]-{2xz + 1)к 

а) потенциальным; б) соленоидальным. Если поле потенциаль
но, найти его потенциал. 

Решение, а) Находим ротор поля 

J ] к 

дх ду dz 
ly^-z^ 2ху -(2JCZ + 1)| 

d{y'-z') a ( - 2 x z - l ) ^ 

rota = 
a(-2jcz-l) dixy 

dy dz 
I + 

7 + dz dx 

= {-2z + 2z)j + {2y-2y)k =0 

2\Л d2xy ^ ( / - z ' ) 
Эд: ду 

A: = 
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Следовательно, поле а — потенциально, 
б) Найдем дивергенцию поля 

. _ да^ ^ciy да 
div5 = —^Ч- = 2х-2у = 0. 

Эх ду dz 
Следовательно, поле соленоидально. 

Поскольку поле потенциально, то потенциал поля нахо
дим по формуле (14), где в качестве пути интегрирования 
возьмем ломаную ОАВМ, состоящую из отрезков прямых, па
раллельных координатным осям (рис. 17.14). 

г\ 

О 

М 

В 

Рис. 17.14 

U{x,y,z)= j [у^ -'z'^)dx + 2xydy-{2xz + \)dz= j + J + j • 
ом ОЛ АВ ВМ 

На отрезке ОА: у = 0, z = О, dy = 0, dz = 0, следовательно 
X 

О 

На отрезке У45: Х = const, z = 0, t/x = 0, <iz = 0, отсюда 
V 

о 
На отрезке 5М: х = const, у ^ const, dx = 0, dy = 0 и 

z 

^вм = - J (2xz + l)( iz = -xz^ —z^-C. 
0 

Таким образом, f/ (x, у, z) = xy^ -xz^ -z + C. 



Глава 18 
ФУНКЦИИ КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО 

18.1. Комплексные числа 
1°. Комплексным числом называется выражение вида х + /у, 

где X, у — вещественные числа, а / — мнимая единица, степени 
которой равны: /̂  =-1 , f =-/, f = 1, г" =i и т. д. Числа х иу 
называются действительнойимнимой частями комплексного числа 
z = {x,y) и обозначаются, соответственно: х- Rez, y-Imz, 

На плоскости переменных Оху всякому комплексному чис-
лу Z = X + /у в соответствие ставится некоторая точка М {х,у) 
с абсциссой X и ординатой у. Плоскость, на которой изобра
жено комплексное число, называется комплексной плоскостью. 
Ось Ох — называется действительной осью, а ось Оу — мни
мой осью. 

Два комплексных числа называются взаимно-сопряженны
ми, если они отличаются только знаком перед мнимой частью. 
Так число x-iy является сопряженным числу z-x-^iy и обо
значается z". Отсюда следует, что F = z. 

2°. Арифметические действия над комплексными числами 
выполняются по правилам действий над многочленами с заме
ной степеней числа / их значениями 
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а) jc + Oz = jc, ^Л-yi-yi^ 
^^ хЛ-yi^x^-^y^i^ если x = Xj и у — у^^ 
в) (x4->^z)4-(xj+7j/) = (x + Xi) + (j4-yi)/, 
г) {хл-yi){x,^ry,i)--{xx^-yy,Y{xy,^rx,y)i, 
3°. Тригонометрическая форма комплексного числа. Ком

плексное число Z = X + /> на плоскости изображается точ
кой М {х, у ) или радиус-вектором г = ОМ Длина этого 
вектора г = ^х^ +3;^ — называется модулем комплексного 
числа и обозначается |z|, а угол <р , отсчитываемый от поло
жительного направления оси Ох против часовой стрелки, 
называется аргументом комплексного числа. Все аргументы 
числа Z отличаются на целые кратные 2пк (А: = 0,1,2,...) и 
обозначаются Arg z. Если значение Argz удовлетворяет не
равенству 0<Argz<2^, то оно называется главным значе
нием и обозначается arg z. Поскольку х = г cos (р, у^г sin (р, 
то z = x + j ^ / = r(cos^ + /sin(p). 

Рассмотрим некоторые действия над комплексными чис
лами в тригонометрической форме: 

а) г (cos ф + / sin (р ) г, (cos ц>^ + z sin <р,) = 

= rr, (cos (ср 4- ф,) + /sin (ф + ф,)). 
r(cOS(p + ZSin<p) Г / . ч . . / ч\ 

б) —г г-^—T = -(cos(<p~(p,) + zsin((p-(p,)). 
гДсо8(р,+/sin^,) г, ^ 

в) (r(cos9>H-/sin^)) =r''(cosn<p + /sinA2(p). 

г) ^r(cos(p-^ism(p) =\ir (р + 2лк . (р-\-2кк cos- +zsin^^ где 

А: = 0,1,2,...,«-1. 
Формулы в) и г) называются формулами Муавра. 
4°. Показательная форма комплексного числа. Если восполь

зоваться формулой Эйлера е'^ =cos(p + /sin^, то любое коми-
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лексное число z = г (cos^ + /sin^) может быть представлено в 
показательной форме 

z^re'^. 
Отсюда логарифм комплексного числа будет 

где % — значение аргумента (р, удовлетворяющее неравен
ствам -71 <(pQ< к. При А: = О получим главное значение лога
рифма, которое равно \nr-\-i%, 

5°. Алгебраические уравнения. Уравнение вида 

a^z" + a^.,z"-' +... + a,z + ̂ 0 = 0. ^. ^ 0. 
где а^^ — постоянные коэффициенты (в общем случае комплек
сные), называется алгебраическим уравнением степени п. Чис
ло ZQ называется корнем уравнения, если при подстановке его 
в уравнение последнее тождество удовлетворяется. 

Теорема Гаусса. Уравнение степени п имеет ровно п корней, 
если каждый корень считать столько раз, какова его кратность. 

Если уравнение имеет корни z^,z^,...,z^ {in<n) кратно-
стей ATJ , А:2,..., А:̂  (Агр ̂ 2 ? • • • Дт - ^ ) ' соответственно, то его мож
но разложить на множители a^{^z-z^)' (^""^2)' •••(^~^m)" -^• 
Если коэффициенты уравнения действительные числа, то ком
плексному корню ZQ = XQ + /уо соответствует сопряженное чис
ло 7о=;Со~/уо, являющееся также корнем этого уравнения, 
причем корни ZQ И ZQ одинаковой кратности. 

6°. Число а называется пределом последовательности ком
плексных чисел ZpZ2,...,z„,..., если для любого сколь угодно 
малого положительного г > О найдется такое положительное 
число Л̂ , что \z^ - а| < г при n>N,B этом случае пишут lim z„ = а. 

Если для любого сколь угодно большого положительного 
числа М > О существует такой номер Л̂ , что при п> N выполня
ется неравенство U„\> Л/, то последовательность комплексных 
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чисел называется сходящейся к бесконечности и записывается 
lim ẑ  = сю. 
и—><» 

1.1. Выполнить действия: а) (3 + 2/)(2-3/); б) (1-/) ; 
, 2/ 

1 + / 
Решение, а) Воспользуемся правилом умножения много

членов, тогда получим (3 + 2/)(2 - 3/) = 6 - 9/ + 4/ - 6 / ^ = 1 2 - 5/. 
б) Возведем в куб, учитывая степени числа / 

( l - z ) ' = l - 3 / + 3 z ' - / ' = - 2 ~ 2 z = -2( l + f). 

в) Умножим числитель и знаменатель на сопряженное число 

1 + Z (1 + /)(1-г) 2 
1.2. Записать в тригонометрической и показательной фор

ме комплексные числа: а) z = -2z; б) z = - l + /v3. Изобразить 
на плоскости. 

Решение, а) Найдем сначала модуль и аргумент данного 

числа. Поскольку х = О, у--2, то модуль г = yjx^ + у^ =2, а 
л аргумент: -2 = 2 sin ф, (р = . Таким образом: 

z = 2 
^ 7Г . . П^ 

COS ZSin 
V 2 2 , 

z = 2e 2 

Изобразим число на плоскости, откладывая по оси Ох его ве
щественную часть Re Z = 0. а по оси Оу мнимую часть Im z = -2 
(рис. 18.1). 

б) Находим модуль и аргумент: 

jc = - l , y = S, r = ̂ /lTз=2, tg(p = ^ = -^j3, 9 = ^ . 
X 3 

Таким образом: z = 2 cos — + / s in— , z = 2e ^ . Ha 
I 3 3 J 

плоскости комплексное число показано точкой М (рис. 18.2). 
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1^ 
1 
1 
1 

-у 

у ^ 
'Тз 

X 

у к (р=— 

-2 А-

Рис. 18.1 Рис. 18.2 

1.3. Найти действительную и мнимую части комплексного 

числа: а) z •; б) z = -

Z = 

2(^/з + 2^^)' ' 40 2 + / 
Решение, а) Упростим запись комплексного числа 

Зл/3+/ . _ . . Умножим числитель и знаменатель на число, 
2(л/3-2П 

сопряженное знаменателю, и выполним очевидные преобразо
вания 

(Зл/З+/)(л/3+ 2/) _ 9 + 6л/з/ + 7 з / - 2 _ 7(l + ̂ /3/)^ j ^ ^ Тз;. 
2 2 '• 2(л/3-2/)(л/з + 2/) 2(3 + 4) 2-7 

1 >Я Отсюда, Rez = —, Imz = — . 
2 2 

б) Упростим запись комплексного числа z = 8-19/ 1-1 
40 2 + / 

Умножим числитель и знаменатель второй дроби на число, со
пряженное знаменателю 

_ 8 - 1 9 / ( 1 - 0 ( 2 - / ) 8-19/ 2 - / - 2 / - 1 ^ 
^~ 40 (2 + / ) ( 2 - / ) ~ 40 4+1 

_ 8 - 1 9 / 1 - 3 / _ 8 - 1 9 / - 8 + 2 4 / _ 5 / _ 1 . 
~ 40 5 ~ 40 ~ 4 0 ~ 8 ' " 
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б) 

Отсюда, Rez = 0, Imz = - . 
8 ^ 

1.4. По формуле Муавра вычислить: а) ( -1 + /) ; 

Л к . . к^ 
1 + C0S—+zsin — 

V 3 3 
Решение, а) Представим данное число в тригонометричес

ком виде: 
Зтг - ^ 
4 

Возведем теперь его в пятую степень 

Ък . . Ък 
cos — + zsin — 

4 4 

( - l - f / ) ^ = 2 ^ 
Г 15я . . 15л: 

cos + zsin 
4 4 

l=4V^f 7л: . . 7л: 
c o s h I S i n -

= 4л/2 
2 ^ 2 

= 4(1-/). 

б) Преобразуем данное выражение следующим образом 

к . , к 
l + cos^+«sin — 

3 3 

\б Г 3 .л/з 
— + Z — 
2 2 2 

V J 
УЧ-тА-^Ч 64' 

Представим комплексное число в круглых скобках в три
гонометрическом виде: 

jc = v 3 , у = \, г = 2, Ф =—, л /з+/ = 2 cos —+ /sin — 
-̂  ' ^ 6 1̂  6 6 

= 27(cos^:+/sin7r) = -27 . Отсюда 
^ к . . к ^ 

1 + C0S—H-zsin — 
3 3 / 

1.5. Найти: а) V ^ ; б) ^ - 2 + 2/. 
Решение, а) Запишем подкоренное значение числа в три

гонометрическом виде: 

х = - 1 , j = 0, г = 1, ф = л:, - l = l (cos^-f /зшл:) . 
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Отсюда по формуле Муавра получим 

4ГТ 4/тГ пл-1кж . . кл-1кп\ J л 1 о «5 v ~ l = v l cos + /sin ; /г = 0,1,2,3; 

2 ^ ^ 
6) Комплексное число под знаком корня запишем в триго

нометрическом виде: х = -2, у = 2, r = 2v2 , (р = — , 

^ Зл ЗяЛ 
cos — + z s i n — . Отсюда по формуле Муавра 

4 4 ) 
- 2 + 2/ = 2л/2 

V^=2T27 = V 
^ к 71 ^ 

3- + 2кя У-^2кк 4 . • 4 cos—-̂ ^ + zsin—-̂ ^ 

получим три значения, соответственно: 

2 
( \Ы 

cos 
V 

+ 1 sin • 
12 12 

( 19л . . 19л 

\ рг( . 5п . 5л = v2 - s in -^+ icos -
12 12 

cos- • + j s i n - u^ 
V 

. 7 1 . 71 
sin / COS 

12 12 12 12 ^ ^ 

1.6. Решить уравнения: a) x^ + 8 = 0; 6) z^ + 4z^ + 3 = 0. 
Решение, a) Поскольку уравнение третьей степени, то оно 

имеет три корня: 

jc = V ^ = V8 cos 
к + 2кк . 71 + 2ккЛ 

— . . . — _ j • + z s i n I, А: = 0,1,2. 

При k = 0, x^=2 1 . . V 3 
-+l 
2 2 

= 1 + /л/3; 

при к = \, ^2 = 2 ( - 1 + /0) = ~2; 
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при А: = 2, Хз = 2 1 .л/з 
, 2 2 

= 1-/л/3. 

б) Обозначим z^ =w, тогда w^+4w4-3 = 0, корни этого 
уравнения vVj = - 1 , ^2 = - 3 и заданное уравнение примет вид 
(z^ + l)(z^ + З) = 0. Откуда ẑ  2 = ±i\ з̂,4 = ±̂ *>/з. 

1.7. Решить систему 

J (2 + / )z i+(2- / )z2=6 , 
j(3 + 2z)zi+(3~2z)z2=8. 

Решение. Учитывая, что числа z^ и z^ комплексные чис
ла, запишем заданную систему в виде 

Г (2 + /)(xi+zyi) + (2-/)(x2+/y2) = 6, 
|(3 + 2/)(x,+o;J + (3-2/)(x2+z>2) = 8 

и перемножим скобки 

i 2xj -\- 2zy, н- /Xj - ĵ i + 2^2 + 2/у2 " Щ + >̂2 ~ 6? 
Зх, + 3/у| + 2/Xj - 2j;j + ЗХ2 + 3/̂ 2 ~" 2ix2 "*" ̂ Уг ^ •̂ 

Приравнивая в обоих уравнениях действительные и мни
мые части, получим систему из четырех уравнений 

2х, - jVi + 2X2 -ь У2=6, 
X, + 2у^ - Х2 + 2̂ 2̂ = о, 

3xi - 2jVi + ЗХ2 + 2з;2 = 8, 

2xi + 3;;^ - 2X2 4- Зу2 = 0. 

При решении этой системы воспользуемся формулами Кра
мера. Сначала найдем определитель системы 

А = 

2 
1 
3 
2 

-1 
2 

-2 
3 

2 1 
-1 2 
3 2 

-2 3 

0 - 5 4 - 3 
1 2 - 1 2 
0 - 8 6 - ^ 
0 - 1 0 - 1 

= 2 
4 
3 
О 

-3 
-2 
-1 

= 4. 



фУНКиИИ КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО 361 

Отсюда 1 

Дх 
X = 

А 

Ад., 

AJC-, "'=х 

неизвестные 

_1 
~4 

_ 1 
~ 4 

1 
~ 4 

1 
4 

6 
0 
8 
0 

2 
1 
3 
2 

2 
1 
3 
2 

|2 
1 
3 
2 

-1 
2 

-2 
3 

6 
0 
8 
0 

-1 
2 

-2 
3 

-1 
2 

-2 
3 

2 
-1 
3 

-2 

2 
-1 
3 

-2 

6 
0 
8 
0 

2 
-1 
3 

-2 

1 
2 
2 
3 

1| 
2 
2 
з | 
1| 
2 
2 
з| 

i 
( 

i 
( 

= 

1 

2 
3 

= 1; 

= 2; 

) 
= -!• 

{ 

) 

1 

2 
-1 
-2 

- ] 

2 
3 

= 2; 

Таким образом, искомые числа будут Zj = 2 + /, Z2 = 2 - /. 
1.8. Вычислить сумму 

sin(p + sin2<p4-... + sin«9, (р^2кк, keZ. 
Решение. Поскольку е'^ =cos(p-^isin(p, то sin^ = Ime'''^, 

sin 2(р = Im е'^^,... Таким образом, сумма будет равна 

Обозначая д = е'^, воспользуемся формулой суммы геомет-

рической прогрессии S = —̂^ -, тогда получим 
1-д 
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S = Im-
2"'(l-e""') 

i<p+i—n 

= Im-

.n .n \ 

Ha основании формул Эйлера сумму можно записать в виде 

, п . п . п 
sin—ф ф Ф sin—ф .9л ч sin—ф 1 , 

— ±1 \т 1> ^ ^ — ±1 \ггл t> ^ — ±^ С1П S = =^-Ime 
• (Р sin — 

2 
sin — 

2 

Ime s in fl). 

sin 

1-ш' 1.9. Вычислить пределы: a) lim -; 6) lim 

в) l i m Y — ; r) z„ =l + z + ... + z", z < l . 
V In 

Решение, a) Предел представляет неопределенность вида 

•, поэтому разделим числитель и знаменатель на п^ 

1 

lim — = lim —^ = — = - 1 . 
•1 + ш 1 /1—)оо I J 

б) Поскольку к" =1, то lim 
I 1 п—^во 

= lim 
2м 

\ 
= 1. 

в) Данный предел представляет предел суммы бесконечно 
убывающей геометрической прогрессии, знаменатель которой 

равен д =—- Таким образом 

,. ^ /* 1 1 5(5 + /) 5 .^ ., 
hm> -г = = г = 7— W ч=—(5 + 0-
-—1^5* l-q 1_1 (5- / ) (5 + /) 26^ ^ 

5 
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г) Поскольку \z\ < 1, то члены суммы представляют беско
нечно убывающую геометрическую прогрессию. Сумма членов 

при п-^оо^ соответственно, равна S = z ? где z — знамена-
1 - Z 

тель прогрессии. 

18.2. функции комплексной переменной 
1°. Если каждой комплексной переменной z = x + iy, при

надлежащей области D, можно поставить в соответствие одно 
или несколько значений другой комплексной переменной 
w = u + iv, то переменную w называют функцией z в области 
D и обозначают w = f(z). 

Поскольку комплексное число z задается двумя действи
тельными числами X и у, di комплексное число w двумя дей
ствительными числами и и t;, то переменные и и v являются 
функциями X и у, т.е. u=ii[x,y), v = v[x,y). 

Область D, ограниченная замкнутой не пересекающейся 
линией L, называется односвязной (рис. 18.3). Область, огра
ниченная двумя замкнутыми не пересекающимися линиями (рис. 
18.4), называется двухсвязной и т. д. 

о 

D 

о 

Рис. 18.3 Рис. 18.4 

Число Афоо называется пределом функции w = / ( z ) при 
z-^ ZQ, если для любого г > О найдется такое 5 > О, что для 
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всех Z 7t ZQ, удовлетворяющих неравенству |Z-ZQ| < 5, справед
ливо неравенство | / ( z ) ~ ^ | < £ . Предел функции принято 
обозначать I im/ (z ) = A 

Если для любого jR > о найдется такое 5 > О, что для всех 
1^2^^ удовлетворяющих неравенству |z-Zo|<5, справедливо 
неравенство | / (z) |> i? , то l i m / ( z ) = oo. 

Функция W — f{2) яазыва,ется непрерывной в точке ZQ, если 
она определена в этой точке и l i m / ( z ) = /(zQ). Функция не-
прерывная в каждой точке некоторой области Z), называет
ся непрерывной в этой области. 

2°. Если воспользоваться известными разложениями 
2 3 

^ ^ Z Z 2 
е =1 + —+ — + — + ..., 

1! 2! 3! 
Z Z' Z' 

sinz = + ..., 

2 2 2 
cosz = l + + ..., 

2! 4! 6! 
то нетрудно заметить, что для функции комплексного перемен
ного справедлива формула 

е^' =cosz + /sinz, (2) 
которая называется формулой Эйлера, 

Из формулы Эйлера следуют выражения 
е -\-е , е -е 

cosz = , sin = . (3) 
2 li ^ ^ 

Пользуясь формулой (2), можно записать 

^̂  = е^'ё^ = в"" (cos >̂  н- / sin >;). (4) 

Гиперболические функции 
U е'-е"" , е'+е"' . shz . chz ,^. 

shz = , chz = , thz = , cthz = P ) 
2 2 chz shz 



ФУНКЦИИ КОМППЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО 365 

выражаются через тригонометрические функции по формулам 

sh Z = -~/ sin /z, ch z = cos /z, th z = -i tg /z, cth z = i ctg /z. (6) 

Фунции z'', e", sinz, cosz, tgz имеют обратные 

функции z", Inz, arcsinz, arccosz, arctgz, вообще гово
ря, многозначные. 

Логарифмическую функцию 

Lnz = ln|z| + /(argz + 2/:7r), (А: = 0,±1,±2,...), (7) 

где In |z| + / arg z = In z — главное значение логарифмической фун
кции, можно представить в виде 

Ln z = \nz + 2knL (8) 
2.1. Найти значение функции: a)vi; = z^-z при z = l + z; 

о) w = e при z = —i. 
Решение. 
а 

. \ 3 ) Имеем w = (l + /) - (1 + /) = 1 + 3 / - 3 - / - - 1 - / = -3 + /. 

б) По формуле (2) w = e^ =cos —+ zsin —= /. 

2.2. Дана функция / ( z ) = x^->^/, где z=^x + yi. Найти: 
а)/(1-0; б)/(О-

Решение, а) Имеем д: = 1, j ' = - 1 . Подставляя в функцию, 
получим / ( l ~ z ) = l + /. 

б) Аналогично jc = О, >̂  = 1 и / (/) = ~/. 
2.3. Какие линии заданы уравнениями а) z = 2 cos t + i sin t; 

6) z = t + -. 
t 

Решение, a) Поскольку z = JC + >'/, то jc = 2 cos /, y = sin /. 

Исключая отсюда параметр /, получим — = cos^ t, y^ = sin t, 
x' ^ 
— + j ; ^ =1, T. e. кривая представляет эллипс. 
4 
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.... 1 1 
б)Имеем x^t и у---, откуда у-— — уравнениегипер-

t X 
болы. 

2.4. Найти область однолистности функции w = z^. 
Решение. Пусть z^^z^^ а zf -z\. Запишем последнее ра

венство в показательной форме г^^'"^ = г^е^'"^^. Отсюда модули 
равны 1̂= 2̂? ^ аргументы связаны соотношением 
2(р^ =2(Р2+2к7Г (А: = 0,1,...). Поскольку z, ^Z2, то (р^ ^ср^+п, 
т. е. аргументы отличаются друг от друга на п. Таким обра
зом, областью однолистности будет любая полуплоскость. 

2.5. Найти: а) cos/; б) s in(2-/); в) ch(l + 3/). 
Решение, а) Используя первую из формул (3), имеем 

. е"+г-" е-'+е ^, 
c o s I = = = СП 1. 

2 2 
б) Используя вторую из формул (3) и формулы (4), нахо

дим 
21+1 -2 i - l ^ 2 / - I -2i 

. /^ .4 е —е ее -е е 
sin(2-zj = - 2i 2/ 

e(cos2 + /sin2)-e~^ (cos2-/sin2) 
~ 2i 

cos2(e-e~^W/sin2(e + e"^) 
2/ 

- I 

zcos2-
2 

e-\- e e^e = sin2 /cos 2 = sin2chl-/cos2shl. 

в) Имеем 
^ 1 + 3 / _ ^ ^-(1+3/) 1 

ch(l + 3/) = =—f^(cos3 + /sin3) + ̂  ^ (cos3-/sin3)j = 

e-\- e~ e~~ e~ = cos3 + /sin3 = cos3chl + /sin3shl. 
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2.6.Найти: а) Ln( l - / ) и 1п(1~/); б)/^^'; в) 3'. 
Решение, а) Обозначим l - / = z и найдем модуль и аргу

мент r = |z| = vl^+l^ = v 2 , <р = arg z = arctg— = . 
1 4 

Отсюда по формуле (7) 

(/: = 0,±1,±2,...). 
п 

Учитывая, что argz = , из формулы (8) получим глав-
4 

ное значение 
1 \ 71 

In (1 - /) = Ln Z - 2 ̂ л:/ = — In 2 + / arg z = — In 2 - / ^ . 
^ ^ 2 ^ 2 4 

б) Пользуясь свойствами логарифма, имеем 

в) Имеем 
3'- =^'ЬпЗ ^^/(1п3.2М ^^/1пЗ^-2.я ^ ^ - 2 . . (cOSln3 + / s i n l n 3 ) , 

(А: = 0,±1,±2,...). 

18.3. Производная функции 
комплексного переменного 
1°. Производной функции комплексного переменного 

w = / ( z ) в точке Z называется предел отношения приращения 
функции Aw к приращению независимой переменной 
Az = Ах + /Aj; при стремлении Az к нулю по любому закону и 
обозначается 
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f (z)= lim = lim—^ ^-^. / n 
^ ^ Az-̂ O Д 2 Az-^0 Д 2 V^/ 

Функция w = / ( z ) , имеющая производную в данной точ
ке z е D, называется дифференцируемой в этой точке. Если фун
кция f{z) дифференцируема и имеет непрерывную 
производную в каждой точке области Z>, то она называется ана
литической (регулярной) в области D. Функция f{z) аналити
ческая в точке ZQE D является аналитической и в некоторой 
окрестности этой точки. 

Если функция w=^f(z) = u(x,y) + iv(x,y) является ана
литической в области Z> и в каждой точке ze D существуют 

ди dv ди dv частные производные •—,-—,—,—, то эти производные 
ах ох ду ду 

удовлетворяют условиям 

ди _dv ди _ dv 
дх ду' ду дх' ^ 

которые называют условиями Коши - Римана. 
Условия Коши - Римана являются необходимым и доста

точным условием дифференцируемости функции w = f[z) в 
точке ZG D. 

В полярных координатах условия Коши-Римана имеют вид 

ди{г,(р) ^ 1 ду dv{r,(p) _^ 1 ди{г,(р) 
дг гд(р' дг г дер 

Производная функции w = / ( z ) выражается через частные 
производные функций w, v по формулам, соответственно 

^, /4 ди .dv dv .dv ди .ди dv .du 
f (z) = —Л-i — = — 4-z — = / — = /—-, (4) 

dx dx dy dx dx dy dy dy ^ ^ 
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г(ди .dv\ \(dv 
z l Эг Эг д(р д(р J (5) 

2°. Формулы дифференцирования и ряд свойств, характер
ных для функций действительной переменной без изменения 
переносятся и на функции комплексной переменной. 

Если f{z) и g{z) —аналитические функции в области Z), 
то имеют место формулы 

(f{z)±giz))'=r{z)±g'{zy, 

{f{z)g{z)^=r{z)giz) + f(z)g'{z); 

/И J'iz)giz)fiz)giz)^ 
r(z) 

производные элементарных функций находятся по следу
ющим формулам 

1 
(arcsinz) 

(arccosz) = -

Vb^ 

VT": 
Inz) = - , (arctgz) = 1 

1 + z 2 ' 

(sinz) =cosz, (shz) =chz, 

(cosz) =-s inz , (chz) =shz. 
y. Действительная и мнимая части аналитической в неко

торой области D функции f(z) = u + iv, удовлетворяющие ус
ловиям Коши - Римана, называются сопряженной парой 
гармонических функций. 

Аналитическая функция с точностью до постоянной (ком
плексной) определяется по своей действительной или мнимой 
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части. Например, если и (х, у) действительная часть аналити
ческой в области D функции, то мнимая часть 

где {х^.Уо) — некоторая фиксированная точка в области D. 

Если v{x,y) мнимая часть, то действительная часть будет 

"(^'>^)= J -Kdy^^'ydx. (7) 

3.1. Выяснить, являются ли аналитическими функции: 
г) f{z) = e^"\ 6)w = zRez; в ) / ( z ) = z^; г) w = Lnz; д) w = z. 
Найти производные. 

Решение, а) Представим функцию в виде 

откуда 

и[х,у) = е^"" cos Ъу, и (jc, JH) = е^"" sin Ъу, -— = Зв̂ "" cos Ъу, 
ох 

— = -Зе sm Зу, -— = Зе sin Зу, — = Зе cos Зу, 
ду ах ду 
Поскольку условия (2) выполнены, то функция дифферен

цируема. Производную находим по формуле (4) 

f(z)=: — + i— = 3e'''cos3y + i3e'''sm3y = 
дх Эх 

= Зе'' (cos Зу + / sin Зу) = Зе'^'^''^ = Зе'=. 

Производная может быть найдена и иначе: 

/ ' ( z ) = (e^^)%3e^\ 



ФУНКЦИИ КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО 371^ 

б) Представим функцию в виде 

w = u-\-iv-[x-\-iy)x = x^-\- ixy. 

откуда 
2 ди ^ ди ^ dv dv и=х , v = xy, z— = 2x, ^г- = 0, ^- = у, z— = x. 

дх ду ах ду 
Условия (2) не выполняются за исключением только точки 

л: = О, у-О, следовательно, функция дифференцируема только 
в точке 2 = 0. 

в) Полагая z = ге'"^, получим 

f(^z) = z^= г^е'^"^ = г^ cos 5(р + ir^ sin 5(р, 

откуда 

w = r^cos5(jo, u = r^sin5(p, — = 5Hcos5^, 
Эг 

ди г 5 ' с ^ ^ с 4 . с ^ ^ с 5 с 
— = -5г sin5(p, — = 5г sm5(p, — = 5г cos5(p. 
Э^ Эг д(р 

Поскольку условия (3) выполнены, функция дифференци
руема. По формуле (5) имеем 

/ ' ( z ) = (z^) = - ( 5 / c o s 5 ^ + / 5 / s i n 5 ^ ) = 

= (cos 5(р + / sin 5^) = = Sz"^. 
z z 

r) Имеем Lnz = lnr + /((p + 2/:;r), откуда 

1 ^/ du \ du ^ dv ^ dv . 
u = \nr, v = (p-h2kn, -—= - , T—= 0, — = 0, —- = 1. 

dr r dip dr d(p 
Поскольку условия (3) выполнены, то по формуле (5) по-

/ /у V ^ 1 1 лучим W =(Lnzj = — = —. 
Z г Z 
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д) Имеем w = u-\-iv = x-iy, откуда 
ди ^ ди ^ dv ^ dv 

и=х, v = -y, — = 1, rr- = 0, — = 0, — = - 1 . 
ox ay dx ay 

Поскольку условия (2) не выполнены, функция не диффе
ренцируема. 

3.2. Найти производные: а) / ( z ) = z е~ ;̂ б) / ( z ) = ctg z. 
Решение, а) Функция / ( z ) представляет произведение 

двух аналитических на всей плоскости функций, поэтому вос
пользуемся формулами пункта 2°. 

f {z) = 2ze-'+z^ {-€-') = ze" {2-z). 

6) Функция / ( z ) представляет частное двух аналитичес
ких на всей плоскости функций за исключением точек кк, ке Z, 

Производная по формулам пункта 2° будет / 7 z ) = г—. 
sin Z 

3.3. Дана мнимая часть v(x,y) = e'' siny дифференцируе
мой функции / ( z ) . Найти эту функцию. 

dv J, . dv J, 
Решение. Находим производные—- = ̂  sinj^, -г-^е cosy, 

ах ау 
Из условий Коши-Римана имеем 

ди JC ди ^ . .^. 
—- = е cosy, -z— = -e sin у. (8) 
ox ay 

Интегрируя по х первое из этих выражений, получим 

W = J в"" cosydx = е"" cosу-\'(р(j), 
где (р{у) —произвольная функция. Для определения функции 
(р{у) продифференцируем функцию w по ^̂  и сравним с (8) 

— = -в smy + (p [у) = -е smy. 

Отсюда (р\у) = 0 и (р(у) = С, 
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Следовательно, u^e""со^у + С, Таким образом, оконча
тельно будем иметь 

/ (z) = W + ш = г"" cos у + С-\- ie"" sin у = 

= e''{cosy + is'my)+C = e' +С. 
3.4. Дана действительная часть функции 

и(х,у) = х^ -у^ +ху. 
Проверить гармоничность функции и найти аналитичес

кую функцию. 
Решение. Проверим сначала гармоничность заданной фун-

^ д^и д^и ^ ^ л 
кции. Вычисляя производные, имеем —-+—г- = 2 - 2 = О на всей 

Эх ду 
плоскости. Следовательно, и[х,у) —функция гармоническая. 

Для отыскания мнимой части воспользуемся формулой (6) 

v{x,y)= j -{-2y + x)dx + {2x-hy)dy = 
{ч^Уо) 

X у 2 2 

^0 >'0 

+ -̂2х>;„-4 = -^(^^-/) + 2х;;-2зд-4-4 = 2 ^ " 2 2^ ' " ^ " 2 2 

= - - ( х ' - / ) + 2ху + С. 

Отсюда 

f{z) = x^-y^+xy + --{х^-у^) + 2ху + С I = 

= х^ + 2xyi - у^ x^i + ху +—y^i + Ci = 

= (х + /у)^ i{x^ + 2xyi- y^) + Ci = z^ z^i + Ci. 
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18.4. Интеграл от функции комплексной 
переменной 
1°. Пусть L — произвольная гладкая или кусочно-гладкая 

кривая в области D. Граничные точки кривой обозначим ZQ И 
z„. Разобьем дугу L произвольным способом на п элементар
ных дуг точками z^, z,, Z2,..., z„_i, z„ и составим сумму 

5 ,=/ (zo)Azo+/(z , )Az,+. . . + /(z„_jAz„_,, 

где Az^=z^^i-z^ (А: = 0,1,...,п-1). 
Предел этой суммы, вычисленный при условии, что длина 

наибольшей из элементарных дуг стремится к нулю при « —> оо, 
называется интегралом функции f{z) по дуге L и обознача
ется 

\f{z)dz=\\mj^f{z,)^z,. (1) 

Основные свойства интеграла от функции комплексной пе
ременной аналогичны свойствам интегралов от функций дей
ствительного переменного: 

1) \{f,{z)±f,{z))d2 = \f,{z)dz±\f,{2)dz, 
L L L 

2) \af{z)dz = a\f{z)dz, 
L L 

где a — действительная или комплексная постоянная, 

3) если дуга L совпадает с дугой L, но имеет противопо

ложное направление, то \ f (^z)dz = -\f (^z)dz, 
I L 

4) если дуга L состоит из дуг Ц^Ь^.^^.^Ь^, то 
\f{z)dz = \f{z)dz^\f{z)dz + ,„^-\f{z)dz. 



фУНКиИИ КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО 375 

Если / ( z ) = w(x,j^) + /£;(x,j;), то интеграл сводится к двум 
криволинейным интегралам 2-го рода от функций действитель
ных переменных 

\fi^z)dz-\u{x,y)(h-v{^x,y)dy + i\v{^^ (2) 
L L L 

Если дуга L задана параметрически x = x{t), У = у{^), 
причем z(^) = x(r) + /y(/), то интеграл по комплексному аргу
менту вычисляется по формуле 

\f{z)dz = ]f[z{t)y{t)dt. 
L t, 

2^. Теорема Коши. Если / ( z ) является аналитической фун
кцией в некоторой односвязной области D, то интеграл по 
любому замкнутому контуру / равен нулю 

^ / ( z ) J z = 0. (4) 

Пусть / ( z ) аналитическая функция в многосвязной обла
сти D, ограниченной замкнутым контуром L . Рассмотрим п 
замкнутых контуров /р/з,...,/^, расположенных внутри L та
ких, что каждый из них лежит вне остальных. Теорема Коши в 
многосвязной области примет вид 

<^f{z)dz = <^f{z)dz+<^f{z)dz+.,. + <^f{z)dz, .^. 
L h h In 

3°. Пусть L гладкая или кусочно-гладкая кривая, лежа
щая в области D и соединяющая точки ẑ  и z, где ZQ некото-

2 

рая фиксированная точка. Тогда выражение 0 ( z ) = J / ( g ) J^ 
-о 

является функцией от z аналитической в области D, причем 
0 ' ( z ) = / ( z ) . 
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Как и для действительных функций, выражение Ф{2)л-С^ 
где С — произвольная постоянная, называется первообразной 
функцией или неопределенным интегралом от функции / ( ^ ) . 

Если F{z) — одна из первообразных для функции f{z), 
то имеет место формула Ньютона - Лейбница 

]f{g)dg = F{z}-F{z,). (6) 
При вычислении первообразной функции используются 

обычные формулы интегрирования. 
4°. Интегральная формула Коши. Пусть / ( ^ ) — аналити

ческая функция в области D. Если точка ZQE D лежит внутри 
замкнутого контура / с D, то справедлива формула 

fiz,) = ̂ jli^dz. (7) 
5^. Производные высших порядков от аналитической фун

кции / ( 2 ) в области D находятся по формуле 

Из аналитичности функции в некоторой точке следует и 
аналитичность производных. 

4.1. Вычислить J Im ẑ fz, если L прямолинейный отрезок, 
L 

соединяющий начало координат с точкой 1 + /. 
Решение. Уравнение отрезка, проходящего через точки О и 

1 + /, в параметрическом виде имеет вид х = /, y = t, где пара
метр / изменяется от О до 1. Уравнение отрезка в комплексной 
форме z = {l + i)t. 

Отсюда Imz = Г, dz = {\ + i)dt. По формуле (3) получим 

Jlmzfife= [/(1 + /)Л = 
2 

' 1 + / 
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4.2. Вычислить |р|<^^5 если L верхняя полуокружность 

|z| = 1 с обходом против часовой стрелки. 
Решение. Поскольку z^x-^-iy, то имеем 

\\z\dz = Ux^+y^dx + iUx^ +y^dy. 
L L L 

Уравнение кривой L в параметрическом виде будет х = cos t, 
j ; = sin^, где Q<t<K, Учитывая, что dx = -s\ntdt, dy = costdt и 
|z| = ̂ х^ + У = 1 в точках кривой, получим 

тс п 

J |z| dz = - j sin tdt + / j cos tdt = cos i + /sin^ = -2. 

4.3. Вычислить jf{z)dz, если / ( z ) = (j^^+x) + x^", L — 

прямолинейный отрезок, соединяющий точки z ^ = 2 - z и 
z^ =3 + 2/. 

Решение. Поскольку имеем w = j / ^ + х, t; = х^, то по фор
муле (2) 

{f {z)dz = \(^у^ + x)dx- \x^dy + i{x^dx + [y^ + x)dy, 
L L L L 

Таким образом, задача свелась к интегрированию двух криво
линейных интегралов второго рода. Для их вычисления соста
вим уравнение прямой АВ: 

У^ = ^^^-^^ 7 = 3х~7, х = -{у + 1). 
2 + 1 3 - 2 ' 3^^ ^ 

Откуда dy = ЗйСх, dx^-dy и 

i 2 г . -1 3 3 

J / ( z ) J z = ~ j / + - ( j | ; + 7 ) U ; - 3 J x ' ^ + zjx't3bc + 
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2 Г 

+/ /^\{У^^) 
Г 

dy = -
2 

V 
+ 

+ /- 2 

\ = ̂ 11 ^• 
" 2 3 '' 

1-1 

4.4. Вычислить интеграл J z^dz. 

Решение. Поскольку подынтегральная функция ẑ  анали
тическая, то по формуле (6) будем иметь 

]z^dz = \zf=\[{^^^^^ 2 + i 

dz 4.5.Вычислить Г , если L—эллипс x = 2cos/, у = 
J z + 3 

sm^. 

Решение. Подынтегральная функция f{z) = являет

ся аналитической в области, ограниченной этим эллипсом, по

этому по формуле (4) ф = 0. 
lz + 3 

4.6. Вычислить ф . 
i t ^+' 

Решение. В области, ограниченной окружностью |^| = 2, 
подынтегральная функция не будет аналитической, т.к. в точке 
Z = -Z терпит разрыв. Функция f{z) = sin z внутри круга ана-
литична. Используя формулу (7), получим 

,7, z + i ,Л z+i ^ ^ И=2 |Ф2 

= -27ii sin / = -2Ki = к 
2i 

е — 



ФУНКиИИ КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО 379 

4.7. Вычислить I з"' ^сли ^ —замкнутый контур, 
l ( z + l) 

однократно обходящий точку z = - 1 . 
Решение. Воспользуемся формулой (8), полагая / (д) = г^ 

Тогда получим 
f e^dz iKi d^e^ ./ x̂ Ki 
J (z + l / 2! Jz^ ^ ^-^ e 

4.8. Вычислить 2 г? если L —замкнутый кон-
U ^ - i ) ( ^ + i ) 

тур, однократно обходящий точку z = 1. 

Решение. Полагая / (g ) = ^, воспользуемся формулой (8) 
(z+l) 

-cfe 

•' ( z -1 ) ' ~ 3! Jz ' " 16 • 

4.9. Вычислить f dz, если L — окружность 

|z |=2. 
Решение. Поскольку подынтегральная функция / ( z ) 

имеет разрывы в точках z = 1 и z = - / , то она будет аналити
ческой в трехсвязной области. Трехсвязная область представ
ляет круг с граничной окружностью у (рис. 18.5), из которого 
вырезаны два круга | z - l | < г и |z + z| < г, где г — радиус ок
ружностей, значительно меньший радиуса заданной окруж
ности. 

Отсюда, по теореме Коши для многосвязной области (5) 
будем иметь 

lf{z)dz = \f{z)dz + lf{z)dz. 
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Рис. 18.5 

Если преобразовать подынтегральную функцию следую
щим образом 

2Z+/-1 z—l+z+i 1 1 
+ -( z - l ) ( z + /) ( z - l ) ( z + /) z + i z-V 

TO получим 
2 z + / - l dz dz dz dz f zz + z - i , T az с az r az с az 

\- -dz= + + + . 
J ( z - l ) ( z + /) J z + / J z - 1 {z + i J z - 1 

Первый и четвертый интегралы по формуле (4) равны нулю, 
т.к. подынтегральные функции являются аналитическими в этих 
областях. Второй и третий интегралы по формуле (7) равны 2ni. 
Таким образом, окончательно будем иметь 

г 2Z + / - 1 = 4л:/. 

18.5. Ряды Тейлора и Лорана 

1°. Пусть дана функция f{z) аналитическая в окрестнос
ти некоторой точки а, ограниченной окружностью С. Функ
ция f{z) внутри своего круга сходимости может быть 
представлена рядом Тейлора 

f{z) = f{a)+^^{z-a)^^{z-a)\..., (1) 
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где коэффициенты ряда иногда вычисляют, пользуясь интег
ральной формулой Коши 

/ > ) ^ ^ r / t e ) 4 . („ = 0,1.2....). 

Если а = О, то равенство (1) принимает вид 

(2) 

/ ч / ч / ' ( 0 ) / " ( 0 ) , / ' " ( 0 ) 3 
/(^) = /(0) + ̂ ^ + ̂ ^ ^ + ^ ^ ' + - (3) 

И называется разложением функции / ( ^ ) в ряд Маклорена. 
2°. Пусть функция f{z) аналитическая внутри кольца 

г < |z - а| < /? с концентрическими окружностями C^.C^vi цент
ром в точке Z = а.В этом случае разложение функции / ( z ) в 
ряд может быть записано в виде 

f {z) = c^-^c^{z-a) + c^{z-af +.,.-\-c„{z-ay -{-...-\-

+ - ' ' ^ + - ^ : ^ + ...+ ""- +..., (4) 
z-a) (^-«) 

которое называется ̂ г?лЭолг Лорана. Коэффициенты ряда Лора
на определяются по формуле 

1 г f{z)dz 

где С — любая расположенная в данном кольце окружность с 
центром в точке а. 

Запишем выражение (4) в виде 

/ ( z ) = y ; ( z ) + / , ( z ) , (6) 
где 

fA-) = tc„{z-a)\ (7) 
«=0 
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«=i \z,-a) 

Ряд (7) называется правильной частью ряда Лорана, а ряд 
(8) называется главной частью ряда Лорана. Область сходимо
сти ряда (7) определяется неравенством |z - а| < i?, а ряда (8) не
равенством |z - а| > г. 

Рядом Лорана для аналитической функции / (z) в окрест
ности точки Z = оо называется ряд 

/(ю=2;-д^-«Г' (9) 
СХОДЯЩИЙСЯ в некотором кольце r< |z-a |<oo^ причем ряд 

^c^(z-a)" —называется правильной частью, а ряд 2^—^^ — 
п=о «=o(z—л) 
главной частью ряда. 

Если й = О, то формула (9) имеет вид 

f{z)=Y,C„z\ ( r < | z | < o o ) , ( 1 0 ) 
/1=—оо 

оо '^ с 

где ^c^z" — правильная часть ряда, а 2^"Т" — главная часть. 
/1=0 п-\ ^ 

При разложении функции в ряд Лорана иногда целесооб
разно использовать известные разложения в ряд Тейлора фун
кций е ,̂ sinz, COSZ, In(l + z), биномиальный ряд и т. д. 

3°. Если ряд Лорана содержит главную часть, то точка а 
называется изолированной особой точкой аналитической функ
ции / ( z ) в кольце 0<|z-a |<jR. 

Если ряд Лорана содержит в главной части конечное число 
е е с членов, т. е. —^^+ =^-у+... + =^^, то изолированная осо-

z-a (z-a) i^-^y 
бая точка а называется полюсом п-го порядка функции / ( ^ ) , 
а коэффициент с_, называется вычвт^л/функции / ( z ) относи
тельно полюса а. Если « = 1, полюс называется простым. 
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Изолированная особая точка а функции /(2:) называет
ся: устранимой особой точкой, если существует конечный пре
дел l im/ (z ) = a, существенно особой, если l im/fz) не 
существует. 

Если правильная часть ряда Лорана с радиу-
/1=0 

сом сходимости г > о и кругом сходимости |z - fl| < г совпадает 
с / ( ^ ) •> то точка (2 называется правильной точкой аналитичес
кой функции f{z). 

5.1. Разложить в ряд Тейлора по степеням z + i функцию 
f{z) = z\ 

Решение. Вычислим производные функции f{z) = z : 

f{z) = 6z'; r{z)=30z\ r{z) = mz'; 
/'\z)=360z\ / ^ ' ( z ) = 720z; / ^ ' ( z ) = 720; /'\z) = 0;.. 
Найдем значения производных в точке а = -i: 
/ ( / ) = -! ; f'{i) = -6i; / " ( 0 = 30; / ' " ( 0 = 120/; 

/ ' ) ( 0 = -360; / ' ) ( / ) = -720/; / ' ) ( / ) = 720. 
Подставляя эти значения в ряд (1), получим 

/ ( z ) = - l - 6 / ( z + 0 + 15(z + / ) 4 2 0 / ( z + / ) ' -

-15(z + / ) ' ' -6(z + /)^+(z + /)*. 
5.2. Разложить в ряд Маклорена функцию 

/ (z) = In (l + еМ, ограничиваясь первыми четырьмя членами. 
Решение. Вычислим производные: 

1 + ̂  {\ + е') (1 + е-) 

^(4)( . _ {е--Зе-){1 + е^)-4е={е'-е-) 
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Найдем значения производных в точке z = О: 

/(0) = 1п2, / '(0) = ^, /"(0) = 7 ' Г'(0) = 0, /^Ч0) = -^-
2 4 о 

Подставляя эти значения в ряд (2), получим 
2 'i 

Z Z 1п(1 + еМ = 1п2 + - + ^ — 
2 8 192 

1 
5.3. Исследовать сходимость ряда: а) •.. + -

2'(z + l) 
1 1 , Z + 1 (z + 1)' (z + 1)' 

• + -
2^(z + l ) ' 2(z + l) 

б)...+ 
(4-3/у (4-3/) ' 4-3/ 

-+ + 1 + —+ • . .\2 + • 2- Z- Z 5/ (5/) ' {Si) 
Решение, а) Рассмотрим два ряда 

• + .. 

1 1 
• + 

1 
-+... (11) 

(12) 

2(z + l) 2^(г + 1)' 2^(z + l)-

, Z + 1 (z + 1)' (z + 1)' 
3 3 ' 3' 

Сделаем замену в ряде (11) z +1 = —, тогда получим 

— Л - - — у - — 1 - . . . 

2 2' 2' 
Новый ряд является степенным рядом. Радиус сходимости 

по признаку Даламбера R = lim 

1 
сходится, если \д\ < 2 или 

Z + 1 

/1+1 

>я+1 

= lim = 2. Отсюда, ряд 

<2. Таким образом, ряд (11) 

сходится при |z +1| > —, т. е. вне круга радиуса г = — с центром 
jit JL 

В точке z = ~l . 
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Найдем теперь радиус сходимости ряда (12): 
_1_ 

я—><» 1 
5«+1 

Следовательно, область сходимости ряда (12) будет 
|z + l| < 3. Объединяя результаты, делаем вывод, что областью 

сходимости заданного ряда является кольцо — < |z +1| < 3. 
б) Рассмотрим два ряда 

Z Z Z 

, Z Z^ г' .... 
1 + —+ 5- + ^ + ... (14) 

Ряды (13), (14) представляют геометрические прогрессии 
4 - 3 / Z ^ соответственно со знаменателями и —. Если знамена-

Z 5/ 
тели по абсолютной величине меньше единицы, т. е 

и 

.<1 
Z 

< 1, то ряды сходятся. Поскольку модули комплексных 

I I I I I 5 Z 
чисел равны 4-3/=л/16 + 9 =5, 5 /=5, то-г-г<1 и ^ < 1 и л и 

|z| 5 
|z| > 5 и |z| < 5. Так как эти неравенства несовместимы, то за
данный ряд расходится. 

5.4. Разложить в ряды Лорана по степеням z — z^ функ

ции: а ) / ( z ) = - — ^ ^ Zo=0; б ) / ( z ) = s i n — ^ , Zo=2; 
B ) / ( z ) = e ^ , Zo=:oo; г) / ( z ) = z V , Z o = 0 . 
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Решение, а) Представим функцию в виде простейших 
дробей 

*^^^^"(z--l)(z-2) z - l ' ^ z ~ 2 ' 

откуда ^ ( z - 2 ) + 5 ( z - l ) = l. Приравнивая коэффициенты при 
одинаковых степенях неизвестной, получим А- — 1 и В= \, 
Таким образом, 

1 1 _ 2 z 
/ ( - ) = Z - 2 Z-1 j _ ^ j _ l 

2 z 
Так как аналитичность функции нарушается в точках 

Z = 1 и Z = 2, то областью сходимости ряда Лорана будет коль
цо 1 < Iz| < 2. Рассматривая первый и второй члены разложения 
функции f{z) как суммы бесконечно убывающих геометри-

Z 1 
ческих прогрессии со знаменателями — и —, разложение мож-

2 Z но записать в виде 
Z V ^ 1 

•̂  V / I JLmJ <>П Zmd П У„=1 2 „=1 Z ^ 

б) Воспользуемся заменой = g и разложим функцию 
Z--2 

^ 3 5 2п+1 
вряд 

1! 3! 5! ^ ^ (2w + l)! 
Переходя к старой переменной, будем иметь 

1 
f{->Y.^-^)' Ч2АИ-1 ' t ^ (2n + l ) ! (z-2) 

т. е. ряд Лорана содержит только главную часть. Область схо
димости ряда определяется неравенством О< |z--2| < о̂. 



фУНКиИИ КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО 387 

в) Полагая z = —, будем иметь f\ — 

= (р(д), тогда 

hie'' =е . Введем 

обозначение / — U 
<РЪ)=-

1 

(1+^У 
-е'^^; ср"{д) = 2 1 

- + • 0+^/ (1+^Г 

1 

при д = О, получим ^(0) = е, (р'{0) = -е, (р"{0) = 3е,... 
Таким образом 

или 

(р{д)=< 

^+1 ^ J 

1! 2! 

i-i+ -+... 
J Uz 2!z' 

Поскольку единственной особой точкой функции являет

ся точка Z = - 1 , то ряд сходится вне единичного круга. Введем 
1 i 

обозначение — = g и разложим е^ в ряд 
Z 

1! 2! п\ 
Переходя к старой переменной, будем иметь 

/ ( z ) = z V =z^+ —+ — + ... + 7 + ---
*̂  ̂  ^ 1! 2! «!z"-' 

Здесь правильная часть содержит два члена, остальные чле
ны составляют главную часть. 

Поскольку единственной особой точкой функции являет
ся точка Z = О, то область сходимости ряда будет определяться 
неравенством 0<|z|<oo. 
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5.5. Найти особые точки и определить их тип для функции: 

а) £±i . б) — ^ \ в) ctg^z; г) cos ^ • 
z ( z - l ) ( z + 2 / ' ( z 4 / ) ^-2г 

, 1-C0SZ , ± 
д) 5—; е) gẑ  

Z 

Решение, а) Особыми точками являются точки, в которых 
знаменатель обращается в нуль. Точки z = О и z = 1 — полюсы 
первого порядка, а точка z = - 2 — полюс третьего порядка. 

б) Приравниваем знаменатель к нулю z +/ = 0, откуда 
ẑ  = -/. Запишем правую часть в тригонометрическом виде и 
воспользуемся формулой Муавра 

л: ^ , 71 

^i=. cos + zsin "2j 
^Ink — + 2nk 2 • • 2 = cos — f-1 sm — 

, . V2 72 
(A: = 0,1). Таким образом, корни будут равны / и 

Vi . Следовательно, ± {}^i)—два полюса третье

го порядка. 
cos Z 

в) Представим ctg^z = —. Приравняем знаменатель к 
sin Z 

нулю sin^ Z = 0. Отсюда точки ẑ  = кк. А: = О, ±1,... — полюсы 
второго порядка. 

г) Разложение функции в ряд 
1 . 1 / .чп 1 cos- - 1 - — ^ - г - ь > - > ^ ( - 1 ) \ . J . . . . + • . • z-2i 2\{z-2i) {2n)\{z-2i) 

представляет главную часть ряда Лорана и точка z = 2 / явля

ется изолированной особой точкой. Поскольку lim cos не 
2^2/ 2 - 2i 

существует, то точка z = 2/ — есть существенно особая точка. 
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д) Нетрудно заметить, что разложение функции в ряд пред
ставляет только главную часть ряда Лорана и точка z = О — 
изолированная особая точка. Поскольку 

1 2sin — . ,. l - cosz ,. 9 1 lim — = lim ^ = —, 

T. e. конечен, то точка z = О — устранимая особая точка. 
е) Функция терпит разрыв в точке z = 0. Делая замену 

— = д, представим функцию в виде ряда 

1! 2! z ' l ! z '2! (z'^j^z! 

т. е. разложение представляет главную часть ряда Лорана в ок-
_1_ 

рестности точки z = 0. Поскольку lime^' не существует, то 
2-^0 

точка Z = О есть существенно особая точка. 

18.6. Вычеты и их применение 
к вычислению интегралов 
1°. Пусть f{z) — аналитическая функция в области D за 

исключением некоторой точки z^a, называемой полюсом или 
изолированной особой точкой. Если С замкнутый контур, со
держащий точку а и расположенный в области аналитической 

функции / ( ^ ) , то величину \f(z)dz называют вычетом 

функции f\z) относительно точки а и обозначают 

r e s [ / ( z ) , a ] = ^ j / ( z ) J z . (1) 
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Вычет функции/(z) совпадает с коэффициентом с__^ глав
ной части разложения этой функции в ряд Лорана по степеням 
(z-fl) в окрестности точки а. 

Если а — полюс первого порядка функции / (z) , то ее вы
чет находится по формуле 

r e s [ / ( z ) , a ] = l i m ( z - a ) / ( z ) . (2) 

Если а — полюс п-то порядка, то вычет функции относи
тельно ее полюса равен 

r e s r / ( z ) , a1 = - i - l i m L̂  ^J__}_!\ 

Если полюс функции / ( ^ ) находится в точке z = ©о, то 

re^[/(z),oo] = -c_^. (4) 

Если функция / ( ^ ) может быть представлена в виде 

•^(•^) ̂  Т Т Т ' где / (z) и /2 (z) — аналитические в точке а 
функции, причем f\a)^^, f^{a)^^, /2 {а)ф^, то вычет 
относительно простого полюса а равен 

.«[/(^).a] = Afel. (5) 

2^. Основная теорема о вычетах. Если f{z) — аналити
ческая функция в области D за исключением конечного числа 
полюсов а^,а2,...,а,^, ограниченных контуром С, то интеграл 

\f(z)dz равен сумме вычетов функции / ( ^ ) относительно 

этих полюсов умноженной на 2л1, т. е. 

J/(z)c/z = 27r /Xres[ / (z ) ,^ , ] . (6) 
к=\ 
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3°. Пусть функция f{z) — аналитическая в верхней по
луплоскости кроме конечного числа полюсов а,^ (А: = 1,2,...) 
расположенных над действительной осью и произведение 
z^ | / ( z ) |<M, М > 0 ограничено в окрестности бесконечно 
удаленной точки. В этом случае определенный интеграл 
функции действительного переменного вычисляется по фор
муле 

] f{x)dx = 2niY,res[f{z),a,'], (7) 
-чж. к=\ 

Т. е. равен произведению 2т на сумму вычетов функции / ( ^ ) 
относительно всех ее полюсов а^^, расположенных в верхней 
полуплоскости. 

4°. Лемма Жордана. Если функция / ( ^ ) аналитична на 
действительной оси и в верхней полуплоскости имеет конечное 
число полюсов, причем / ( z ) = e""^F(z), где при т>0 
F (z) -> О, когда z-^oo по любому закону, так что Im z > О, 
то справедлива формула 

] f{x)dx = 2Ki^rts[f{z),a,']. (8) 

1 
6.1. Найти вычеты функций: а) f(z) = ' Z 

чЗ 

(z + l ) ( z - 2 ) ' 

д, /W = ̂ ; e) Л.) = ^ 

Решение, a) Точки z = - 1 , z = 2 являются простыми по-

люсами функции — -. Следовательно, по формуле (2) 
(z + l ) ( z - 2 ) 

имеем 
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r e s [ / ( z ) , - l l = lim 

r e s [ / ( z ) , 2 ] = lim 

(z + 1) 
(z + l ) ( z - 2 ) 

(--2)-(z + l ) ( z - 2 ) 

6) Полюсами функции / ( z ) 

3/ и -3/ . Таким образом 

res[ / (z) ,3 / ] = lim (z-3 / ) 

resr / (z) , -3 /1= lim 

(z-3/)(z + 3/) 

lim = — . 
^-^-'z-2 3' 

4 
"з" 

будут точки 

1 

(z + 30 

(z-3/) (z + 3/) 

1 

= lim- 1 1 

6i~ 6' (z-3i) (z + 3i) 

в) Функция имеет полюс в точке /, следовательно 

z + i' res [ / ( z ) , / ] = Hm (z-ty 
z - i 

= lim(z + /) = 2/. 

г) Корни знаменателя комплексно-сопряженные числа 
z = —l±3i являются полюсами функции. Запишем функцию в 

1 виде f{z) = 
(z + l -3/ ) (z + l + 3z) 

. Отсюда вычеты 

res [ / ( z ) - 1 + 3/]= lim 
z^-l+3/ 

(z+1-3/)- J_-_i 
6i~ 6' (z + l-3/)(z + l + 3/) 

resr / (z) , - l -3 / ]= lim — - = = - . 
L-̂ v / J z-̂ -i-3,(z + l -3/) (z+l + 3/) 6/ 6 

д) Так как функция имеет два полюса z = ±/ второго по
рядка, то воспользуемся формулой (3) 
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res [f{-)A 

d 
= lim—-

{2-l)\-
lim—-

(z-,f ^ 
(z4l)' 

dz 

• \2 (z-0 
(z-O (z + 0 

= lim 

rfz 
z z + / - z 

г + г (z + г)̂  J 

= lim-
dz 

r e s [ / ( z ) , - / ] : 1 

/ .\2 Z 
(z + i) 

^ • l i m —!-
(2-1)!^—' 

(z4,y 
dz 

ildl-,:. = lim —̂^ '-^^ = lim 2z z —/ —z 
Z - / i{z-ir 

I 

'A 

e) Функция имеет полюс z = -2 третьего порядка. По фор
муле (3) будем иметь 

Г -̂  

r e s [ / ( z ) , - 2 ] = - — - И ш 
(z + 2) 3 Z 

(z + 2y 
I z-^-2 (3-1) 

1 ^Ч^М 
= — lim — ^ ^ = 3 lim z = -6 . 

dz' 

2---^-2 rfz' z-^-2 

6.2. Найти вычеты функции: a) / ( z ) = ctgz относительно 

точки z = 0; б) / ( ^ ) = sin— относительно точки a = 0; 
z 

в) / ( z ) = zCOS — относительно точки a = oo, 
z 
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Решение, а) Функция имеет полюс в точке a = Q. Посколь-
COSZ ку функцию можно представить в виде / (^) = , то восполь-
sinz 

зуемся формулой (5) 

res [/(z),0] = ̂  = l. 
"- -" cosO 

1 б) Заменяя — = д запишем данную функцию в виде разло-
Z 

жения в ряд Лорана 
3 5 2«+1 

1! 3! 5! 
sin^ = £ - ^ + ^ - . . . + (-l)" 

' И ^1 -ч! ^ ' 
• + . . . 

(2и + 1)! 

Переходя к старой переменной, будем иметь 

. 1 1 sin —= 1 
Z z\\ z'V. z '5! ?7Т-- + И Г 2я+1 (2« + 1) + ... 

Коэффициент с_| главной части ряда Лорана является вы
четом функции / ( z ) относительно полюса и равен 1. 

в) Воспользуемся формулой (4). Для этого разложим за
данную функцию в ряд Лорана, ограничиваясь первым членом 
главной части 

/ ( z ) = zcos - = -
Z 2 

/ 
1 + C0S 

In 

\ 

1 1 4л:' 1 + 1—I—+ . 
z '2! V 

_ к 
Z 

НОСТЬ Z 

Поскольку resr/(z),ooJ = -c_p то вычет равен к^, 

г z^dz 
6.3. Найти интегралы: а) у"; w 7' ^̂ Д̂  ^ — окруж-

с(^ + 4 ) ( z - l ) 
• . г e'dz II 

^ ^' б) J 1 / 1—IT' ^Д^ ̂  — окружность р | = 1. (z49)' 
Решение, а) Представим подынтегральную функцию в виде 

/ ( z ) = - — -. Полюсы 2/, ~2/, 1 находятся 
(z-2zj(z + 2 / ) (z- l ) 
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внутри замкнутого контура |z| = 3. Воспользуемся основной те
оремой о вычетах. Находим 

resr/(z),2z1=:lim- \- -̂— - = , 

г г./ \ 1 t. (z + 2z)z^ 1 
res / ( z ) , -2z = lim V: —r^ r = ? 

L̂  V 7' J z^-2/(^-2/)(z + 2 / ) (z - l ) 2-i 

L*̂ ^ '̂ J ^ - (z44 ) (z - l ) 5 2-»l 

По формуле (6) получим 

z^dz f : 
J ( z 4 4 ) ( z - 1 ) 

= lKi 1 1 1 
•+ + 

= 2ni 2-i+2+i 1 
+ -

5 5 

2+1 2-i 5 

= 27ti. 

6) Подынтегральная функция f(z)= , г 
zMz +9) 

a" в ТОЧК 
имеет один 
ax ±3/. По-полюс а = О второго порядка и два полюса 

скольку внутри контура находится только полюс а = О, то 

I e'dz 
Jz^(z49) 

= 2^/res[/(z),0]. 

где 
z^e^ 

г / ч т 1 z4z'+9) 
resr / (z) ,Ol = —!—lim ^ ^ L-/ V / ' J (2-1)!--^0 lim ^̂  - = lim ^ "*"̂  - -

Jz ^^0 fife 

Таким образом 

eVz _2ni 
( z ' + 9 ) ~ 9 • 
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6.4. Вычислить определенные интегралы: а) J 
dx 

• cos X dx dx 
(.41)' 

fcosxajc f xsmx , с ax 
{ ^ +9 i x ' ~ 2 x + 10 ^ J fl + cosx 

1 
Решение, a) Подынтегральная функция f{z)'-

ii.tl верхней полуплоскости является аналитической всюду кроме 
полюса третьего порядка /. Произведение z^f{z^ при |z|—>оо 

ограничено, именно lim 
(z4l)' 

: 0. Находим вычет функции 

r e s [ / ( z ) , / ] = — — Н т 

. \ 3 (z-O (z~/) (z + z) 
(3-1) 

1 

2 -̂ '- dz^ 
=—lim- 12 

2^-'(z + 0' 
Отсюда no формуле (7) получим 

dx 

dz' 

_3_ 
16 / • 

1 ( x 4 l ) ' ' l 6 / 8 

6) Подынтегральная функция является действительной ча-

причем ее значения совпадают со значе-стью функции 
х'+9 

ниями функции / ( ^ ) = ze'-
z49 на действительной оси. 

Поскольку, согласно лемме Жордана, функция F(z ) = 
z^H-9 

при Z —> DO в пределе ограничена, т. е. limF(z) = О и в верхней 
полуплоскости иммеет в точке 3/ полюс, то 
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(z-3i)e'" 
—. ^ = 2л:гге8 / ( z ) , 3 i =2л:гИт—^^—-у-

= 2ni— = — 
' 6/ Зе' 

r cosxrfx X3 f ^ , л: 
Таким образом J —^ ~ ^ ^ J ~1 "^~—Г' откуда в 

cosjc ^cosjcJx ;r силу четности функции —^ получим J—^ = —j. 

B) Подынтегральная функция совпадает с мнимой частью 

функции — , которая на действительной оси имеет 
X - 2 х + 10 

одинаковые значения с функцией f{z\- . 
^ ^ z ' - 2 z + 10 

Функция / ( ^ ) удовлетворяет лемме Жордана, т. е. 
'7 

lim F{Z)- lim —^ = О, имеет в верхней полуплоскости в 
Jme , ^ t f ^ I J. \J 

точке а = 1 + 3/ полюс, следовательно 

£ х ' - 2 х + 10 VJ \ )^ J 

Поскольку 
г . / ч -I . (z-l-3i)ze'' (1 + Зг) 

res r / (z ) , l + 3/1= lim —^ —^ - = -̂̂  ^ 
, ' - 3 

то 

{ - ^ ^ = - ( l + 3 0 e ' - ' = - e - 4 l + 30(cosH-/sinl) = 

= — е"^ (cos 1 - 3 sin 1) +—е"^ (3 cos 1 + sin 1) /. 

Используя очевидное выражение 
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7 хё^ , 7 ^cosjc , .7 jcsinx , -7 ах= ~i ахл-г —г ах 

и сравнивая мнимые части, будем иметь 

7 jcsinjc , тг _7/^ , . ,ч 
-т ах-—е (3cosl4-sml). 

i x ' - 2 j c + 10 3 ^ ^ 
Следует заметить, что сравнивая действительные части, 

получим значение интеграла 
7 XCOSX , ^ - З / о 1 • л\ 

—Z ах = —е (3cosl-sml) . 
ix^-2x + \0 3 ^ ^ 

г) Сделаем замену 
Z = е", dz = ie'^dx == /zd^, cos x = e"+e" If П z^+1 

= - z + -
2 z 

/ 2z 
Учитывая, что при изменении х от О до 2к точка z опи

сывает окружность единичного радиуса, получим 

i& 1к J — a z г,. 

f-^-=f-^^-r-=-f 
i a + cosjc i z +1 / i 

dz 

a + 
z +2az + \ 

Iz 
Подынтегральная функция в силу а> \ внутри единичной 

окружности С имеет только один простой полюс -a + ̂ Ja^ - 1 . 
Отсюда следует, что 

^! dx о .2 Г 1 ГТ-Т" = 2m'-res\— ,-a-\-\Ja - 1 
I л + cos л: / iz H-2az + l 

z + a-yja^ -\ 
= 4K lim : 

-̂̂ -̂ ^^ '̂-Mz + a - V a ^ - l j f z + tz + Va^- l J 

= 4n 1 27Г 

2л/а '-1 V « ' - l 
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18Л. Конформное отображение 
1°. Пусть дана функция w = / ( z ) — аналитическая в точ

ке ZQ И / '(zo)?tO. Каждому значению z = jc + /y соответствует 
определенное значение w = u + iv, т. е. каждой точке {х,у) на 
плоскости Оху ставится в соответствие определенная точка 
{u,v) на плоскости Owi;. Соответственно, некоторой линии L 
на плоскости Оху ставится в соответствие определенная линия 
L' на плоскости Ouv . Линия L', полученная при помощи ана
литической функции w = / ( z ) , тзыъгеп:ся отображением ША' 
НИИ L на плоскость Ouv. 

Отображение области Z), задаваемое функцией w = / ( z ) , 
называется конформным, если функция / ( ^ ) является одноли
стной и аналитической в области /) , причем / ' ( z ) Ф О всюду в 
области D. Конформное отображение в каждой точке области 
D обладает свойствами постоянства растяжений и сохранения 
углов. 

Коэффициент растяжения в точке ZQ при отображении 
w = / ( z ) определяется выражением A: = [/ ' (ZQ)| , причем, если 
к>\ имеет место растяжение, при к<\ — сжатие. 

Аргумент производной (р = arg/'(zQ) определяет угол по
ворота, на который необходимо повернуть касательную к кри
вой L в точке ZQ , чтобы получить касательную в точке 
Щ^^/^^о) к кривой L\ причем, если ф > О, то поворот проис
ходит против часовой стрелки, а если ср < О — по часовой. Две 
произвольные линии, пересекающиеся в точке {х^->Уо) под уг
лом а, отображаются с помощью функции w = f{z) в две со
ответствующие линии, пересекающиеся в точке {щ.^^) под тем 
же самым углом а. 

2°. Если известно, что три точки Zj,Z2,Z3 плоскости z ото
бражаются, соответственно, в точки w^.w^.w^ плоскости \v, 
то отображение определяется дробно-линейной функцией по 
формуле 
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w-w, W3-W, ^z-z, z,-z^ 
w-W2 W2 -Wj z — z^z^—z^ 

Если какая-либо из точек Zj, Z2, z^ или w,, ^2, W3 является 
бесконечно удаленной, то разности, содержащие эту точку, за
меняются в формуле (1) единицами. 

7.1. Найти коэффициент растяжения к и угол поворота <р 
в точке ZQ = 1 + / при отображении w = 2z^ - z. 

Решение. Находим производную в точке ZQ 

Отсюда 

A: = | / ( zo) | = |3 + 4/| = >/9Tl6=5, (p = a r g / ( z j = arctg | . 

7.2. Выяснить, какая часть плоскости аргумента z сжима
ется, а какая растягивается, если отображение осуществляется 
функцией: а) w = ê "̂ ; б) w = ln(z + l). 

Решение, а) Вычисляем производную vJ — е'~^; к = |^'~' |-
Так как к>1 при Rez > 1, то при Rez > 1 полуплоскость 

растягивается. При Rez < 1 к <\, следовательно, при Rez < 1 
полуплоскость сжимается. 

I 1 I 
Iz + ll 

Так как А: > 1 при |̂  +1| < h то при |z +1| < 1 область растя
гивается. Соответственно, при |z + l |>l к<\ и область 
|z +1| > 1 сжимается. 

7.3. Найти отображение, переводящее точки /, 0,1-z в 
точки 2,! + / , - / . 

Решение. Подставим координаты данных точек в фор
мулу (1) 

W-2 - z - ( l + / ) _ _ z - / l - / 
w- ( l + z) (l + z)-2 z -z 

6) Находим производную w' = , к = 
z + 1 
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откуда после несложных преобразований получим 

z(2z + 3)-2z 
w = —̂̂  . 

2(z + z -2) 
7.4. При помощи функции w-z^ отобразить на плоскость 

сточки (1,1), (3,0), (0,2). 
Решение. Точке (1, 1) на плоскости z соответствует число 

z = l + /. Таким образом w-{\-\-i) = l + 3 z - 3 - / = -2 + 2/. На 
плоскости W это будет точка (-2, 2). 

Точке (3, 0) на плоскости z соответствует число z = 3, 
тогда w = 3"̂  =27, т. е. на плоскости w точка (27, 0). 

Точке (О, -2) на плоскости z соответствует число z — —2i. 
Тогда w = (-2/) =8z, т. е. на плоскости наточка (0,8). 

7.5. Отобразить параболу у = х^ на плоскость w при по
мощи функции w = z'. 

Решение. Поскольку z = jc + /y, то 
w = (x + /y) =х^-\-2xyi-y^ =х^-у^+2xyi. 

Обозначим W = х^ ->'^, и = 2ху, Присоединяя к этим ра
венствам уравнение параболы j = х^ и исключая переменные 
X и у, получим в плоскости Ouv кривую 

2 4 

и=х^—у'*, v = 2x^, и 
v2y кЬ 

7.6. Найти отображение с помощью функции w = — на 
Z 

плоскость W кривых, расположенных в плоскости z: а) 
х Ч / = 1 ; б ) х = 1 . 

Решение, а) Поскольку г = хЛ-yi и w = u + iv, то 
1 x-yi X у 

x + yi {x + y){x'-'yi) х^-\-у^ х^+у 
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X у 
откуда и=— 1-, v = — , , . 

Присоединяя к этим равенствам х^ +у^ =1 и исключая из 
них хи у, получим и=х, v = -у, и^ +v^ = 1, т. е. на плоско
сти W это будет окружность. 

X у 
б) Исключая из уравнений и = 

ременные х и у, будем иметь 
2 2 ' 

х^ + у 
v = - j c 4 / пе-

и =-
1 

1 + / 
У 2 2 

i+/ 
w^-w + û  =0, 

/ 
и 

V 

iY 
'2 j + y ' = l . 



Глава 19 
ОПЕРАЦИОННОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 

19.1. Преобразование Лапласа! 
основные свойства и нахождение 
изображений функций 
1°. Пусть дана кусочно-непрерывная функция / ( / ) дей

ствительного переменного t, заданная на [О,©о). При / < 0 
/ ( / ) = 0. С возрастанием t (при t > 0) модуль функции f{t) 
ограничен некоторой показательной функцией | / ( ^ ) p ^ ^ ^ ^ где 
М W S — постоянные. Число s — называется показателем рос
та функции. Преобразование, при котором функция f{t) пре
образуется в функцию Fi^p) 

F{p) = ]e-'"f{t)dt, (1) 
О 

называется преобразованием Лапласа. Здесь p = a + ib — комп
лексное переменное. Предположение, что Кср = а>s, обеспе
чивает абсолютную сходимость несобственного интеграла (1) 
для всех точек /?, лежащих в полуплоскости RQp> s. 

Функция F[p) называется изобралсением Лапласа, а фун
кция f {t)оригиналом или начальной функцией. Соответствие 
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между оригиналом f{t) и его изображением Fi^p) принято 
обозначать f{t)-^F[p) или F(/7) = l [ / ( ^ ) ] . 

Считаем, что в точках разрыва первого рода ^ = /̂  значе
ние оригинала равно полусумме его предельных значений сле
ва и справа от этой точки / (̂ о) = ~ ( / (̂ о"" 0)+ / (̂ о + 0)). 

2°. Свойства преобразования Лапласа: 
1. С/( / )—>CF(/?) , где С — некоторая постоянная. 

п п 

3. Свойство линейности: ^ С . / . (г)—>^C^/^(/7), где Q — 
/=1 1=1 

некоторые постоянные величины. 
1 J р^ 4. Теорема подобия: f{at)-^—F\ — \ (а > 0). 
а уа) 

5. Теорема запаздывания: f(t-T)—^e~^F(p), где посто
янная т > 0. 

6. Теорема смещения: e'^f(t)->F(p-a) при RQ[p-a)>s. 
7. Дифференцирование оригинала: f\t)-^ pF{p)-f(0). 

Если / (о) = О, то при дифференцировании оригинала изображе
ние умножается на р. Если f[t) имеет производную f (t), то 

f"\t)^p"F{p)-p'-^f{0)-p"-'r{0)-...-/"-'\0). 
t FI D\ 

8. Интегрирование оригинала: \f{t)dt'-^ —^̂ —-. 
0 P 

9. Дифференцирование изображения: 
ff{t)^{-\)''F^"\p), « = 1,2,... 

10. Интегрирование изображения: - / ( r ) = \F{^p)dp. 

11. Сверткой двух функций f{t) и g{t) называется 

функция F{t) = ^f{t-T)'g{T)dT, 
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Теорема свертывания оригиналов. Изображение свертки 
двух оригиналов равно произведению их изображений 

]f{t-T)g{x)dT^F{p)G{p), 
О 

m^F{p)-^f{t), G{p)^g{t). 
У. При вычислении изображений Fi^p) функций f{t), 

помимо рассмотренных свойств, целесообразно пользоваться 
таблицей изображений: 

/ (О НР) 
а 

sh at 

ch at 

№ 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

fit) 
1 

t" 

e'^' 

sin pt 

cos Pt 

t sin pt 

t cos pt 

e"^ sin pt 

e"'cos pt 

^{P) 
1 
P 

1 

1 
p-a 

1 

M 

12 

13 

14 

15 
p-a) 

le 

^ 16 —cosPt 
р- + р- и! 

-^— 17 £1 
p' + P' n\ 

2pP ,g e- ' -e" ' 

p~ -P^ ^ l-cosat 
19 

P cosat-cos pt 

„2 „ 2 
/7 —Ot 

P 
;7^-a^ 
r(« + i) 

p" -

1 

(P + « ) ' 

Re((p + ^,-r') 

{P'+PT 
Im{(p + Pir') 

{P' + PT 
1 

1 

p{p'+a') 

P 
ip-af + p' P'--a- {p'+a){p' + p'-) 

^ ^ ^ 21 4 s i n ^ s h «' P 
(p-af + p' a ' л/2 x/2 / + â  

11 cosa(/-/„) - ^ ^ 22 cos-^ch-^^ - / ^ 
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1.1. Найти изображение фунций: а) f{t) = t\ 
б ) / ( / ) = sin2/; B ) / ( ^ ) = COS2/. 

Решение, а) Воспользуемся преобразованием Лапласа 
оо 

F(/7) = \te~^^dt. Интегрируя по частям, получим 
о 

loo 

F(p) = --e-''\ +-]e-'"dt = -\e-'' 
Р lo Pi P 

6) По формуле (1): F (^p) =\ sin lie'""dt. Интегрируя no ча

стям дважды sin 2t = u; e~'"dt = dv, получим 

F(p) = --sm2te-'" 
P 

2 7 2 7 
+ — cos2te''"dt = — cos 2te "'dt. 

Pi Pi Полагая cos 2t = u; e ""dt = dv, получим 

HP)=-
p 

1 cos2te~'" fsin2fe"'"^ 
0 Pi 

F{p) 
P P 

\ 

Отсюда F(p)-
/+4 

в) Если обозначить F [p) = j cos2re '"J/, то из предьщуще-

Откуда ' ' 1 2 2 ' ^ 
[Р РР+^} 

2 2 
го примера будем иметь —F(p) = — 

D Р Р 

1.2. Найти изображение функций: а) / (г) = 2 + За'; 
б) / (О - ŝ ^̂  '̂ в) sh at cos bt. 

Решение, a) Преобразуем функцию f[t) = 2-\-3e^ ''^ вос
пользуемся свойствами (1), (2) и табличной формулой (3), тог-

2 3 
да будем иметь F ( р ) =—+-р р-\па 
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б) По формуле Эйлера имеем 

sin^ / е —е 
2/ 

J 

3(е^'-^-) еЗ._^ -3/V 

2/ 2/ 
V 

3 . 1 . , 
4 4 

Используя свойство (3) и табличную формулу (5) оконча
тельно получим 

3 1 1 3 6 
ПР)-

в) Так как 

4 / + 1 4 р Ч 9 ( ; , 4 l ) ( / + 9 ) * 

sha^ = 
ТО 

f(t) = -e'''co^bt—е ""' cosbt. 
' ^ ^ 2 2 

Применяя дважды табличную формулу (10), получим 
1 р — а 1 рл-а _ 

НР) 2{р-аУ+Ь' 2(р + аУ+Ь' 

а{р'-а'-Ь') 

({p-af+b')({p + af + b')' 

1.3. Найти изображение функций: а) f {t) = t^ sin at\ 

6 ) / ( 0 = sin^/; ъ) f{t) = \cosZtdt; т) f{t) = ^-^. 

Решение, a) Пользуясь табличной формулой (5), имеем 

а 

изображения, получим 
Применяя теорему (9) о дифференцировании 

^^sina/->(-l)^ 
/ 

а 
yp'W) 

или t^ sin at —> 2а 
Ър''-a' 

(p^^a^r 
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Л ^2 
P{p)=la-^f-' 

{р'.а-)' 
б) Применяя теорему о дифференцировании оригинала, 

nuteMf'{t)^pF{p)-f{0). 
2 

Так как / ( 0 ) = 0, y;'(r) = 2sin^cos^ = s in2^-^-^ , то 
V + 4 

2 2 
pF[p) или F[p) = -

в) Применяя табличную формулу (6), получим 

cos 3̂  -^ ~-—. Используя теорему (8) об интегрировании ори-
р +9 

гинала, имеем 

' 1 1 1 
\cos3tdt-^ г^—=—. , т. е. F(p) = —z—-. 

г) По табличной формуле (5) имеем sin t -^ —z . Исполь-
зуя теорему (10) об интегрировании изображения, получим 

sin/ 7 dp 

Р 

= —-arctgp, т. e.F(/7) = —-arctgp. 

1.4. Найти изображение оригинала: а) | е ^^ch 5ТЙ?Т; 

б ) / ( / ) = 6''sin4/cos2/; в) ^'('~^^cos2(/-l). ' 
Решение, а) Интегрирование по т и умножение на е~^^ 

учитывается с помощью теорем об интегрировании оригинала 
и смещения. Находим по таблице изображение функции 

ch 3t -^—^-—• Применяя теорему смещения (6), получим 
р -25 

г c h 5 r ^ 
(;? + 3) -25 

Отсюда по теореме об интегрировании оригинала (8) имеем 
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% рр^+ер-\в 
б) Произведение синуса на косинус равно 

sin At cos 2f =—(sin 6? + sin 2f), 

отсюда no таблице и свойству линейности 
1/ • ^ • о ч i f 6 2 
- ( s i n 6 ^ + s m 2 n ^ - —:; +^1— 
2^ ^ гур'+Ъб р'+4) 

Применяя к полученному изображению теорему смещения, 
получим 

6 2 е^' — (sin 6/ + sin 20 -> — 
2^ ^ 2 {p-2f+36 {p-2f+4 

-+-
1 

р -4/7 + 40 р -4/7 + 8 
в) По таблице находим изображение оригинала 

cos2/->—г^—. 
/7^+4 

Применим к полученному изображению теорему смещения 

е^' cos 2t -^ /7-3 /7-3 
( / 7 - 3 ) + 4 р'-6р + \3 

На основании теоремы запаздывания, имеем 

3('-1 e^ ' - ' ' co s2 ( f - l ) ^ 
( /7-3) . .-/' 

/7^-6/7 + 13 

19*2* Нахождение оригинала 
по изображению 
1°. при отыскании оригинала по изображению в простей

ших случаях пользуются таблицей изображений. Если же пере-
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ХОД не удается осуществить с помощью таблицы, то применя
ют формулу обращения интеграла Лапласа 

/(/) = — J e'"F{p)dp, (1) 

где за путь интегрирования принята любая прямая Re/7 = CJ, 
параллельная мнимой оси. 

Использование формулы (1), как правило, требует приме
нения теории вычетов. В ряде случаев это вычисление оказыва
ется довольно сложным, поэтому пользуются теоремами 
разложения. 

2°. Первая теорема. Если функция F[p) аналитическая в 
окрестности некоторой бесконечно удаленной точки и ее изоб
ражение может быть разложено в степенной ряд по степеням 

1 °° /^ 

—, т. е. F(р) = ^—^, то оригинал находится по формуле 

/(0 = 2^Л' ^̂ 0 (/(0 = 0 "Р̂  t<0). (2) 
3°. Вторая теорема. Если функция F(p) однозначна и име

ет конечное число особых точек flp(22,...,a„ в конечной части 
плоскости, то 

f{t) = ±vcs[e'"F{p);a,]. 3) 

Если изображение ^(/?) представляет правильную рацио

нальную дробь — \ - \ , где P(/?),|2(/?)—многочлены степени 
Q\P)i ^ ч m и А1, соответственно ( т < п j , а^^а^^.,м^ — корни многочлена 

Q{^p) скратностямиравными r^,r^,,..,r^ (г,+Г2+... + Гу =п), то 
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В случае простых корней а^^а^.^^.^а^ знаменателя Q{p) 
отыскание оригинала значительно упрощается и может быть 
найдено по формуле 

В ряде случаев для изображений, являющихся дробно-ра
циональной функцией от/7, могут быть использованы приемы, 
применяемые при интегрировании рациональных дробей. 

Если многочлен Q{p) раскладывается на простейшие мно
жители вида 

Q{p) = {p-ci,f {p-a^f ,,.{р-а,У (г,+Г2+... + г, =«) , 
то функция Fi^p) может быть представлена суммой элементар
ных дробей 

1=1 т=\\^р-а.) 
где 

1 / ^гп-\ 

Am- 1 Г 1™ 
(т-1)!р^«/ 

^[(p-.,rF(p)] ,7) 
4". В задачах, где отыскание оригинала затруднено и тре

буется хотя бы приближенно определить / ( ? ) , используют раз
ложение изображения в асимптотический ряд 

^ , , F(0) F '(0) F ( " - ' ) ( 0 ) 

p p p 
n-A 2.1. Найти оригиналы функций: a) F ( p ) = -

/7 ' -4 /7 + 5 

6) ПР)-, , J г .4? в) F{p)= P "-^ 

Г) F{p) = ^ J. 
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Решение, а) Преобразуем функцию F{^p) таким образом, 
чтобы воспользоваться таблицей изображений. Выделим в зна
менателе полный квадрат 

р-А _ /7-4 _ /7-2 2 
/ '̂-4/7 + 5 ""(/,-2)ЧГ(/7-2)ЧГ(/7-2)ЧГ 

Воспользуемся формулами 10 и 9 таблицы: 

/ ? - 2 1, ^ 1 

( j . - 2 ) 4 l 

Таким образом, 

>е cos/, 2 
(p-2f+l 

-^2e^'sin/. 

^̂  > е^' {cost-lsmt). 
р-Ар+5 

б) Представим дробь в виде двух простейших дробей 
1 А Вр + С 

{р + 1)(р'+4) р + 1 р'+4' 

Неопределенные коэффициенты находим из тождества 
1=: А{^Р^ +4j + [Bp + C){p + l). Приравнивая коэффициенты 
при одинаковых степенях переменной, получим 

А + В = 0, В + С = 0, 4А + С = 1, 

откуда 5 5 
Следовательно, 

c=i 
5 

1 _]__[ 1 р-\ 1 
{р + 1)(р^+4у5р + 1 5р'+4~5 

1 1 
р + \ р ' + 2' 2 / + 2 ' 

Пользуясь формулами 3, 6 и 5 таблицы, будем иметь 

/(«)4 / е ' -C0S2/ +—sin2r 
2 

л 

в) Так как имеет место случай простых корней а^ = О, 
а2=-1 , ^3=2, а4=-3 , то воспользуемся формулой (5): 
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б ' (р ) = 4 р Ч б р ^ - 1 0 р - 6 . Отсюда 

ZM=_i Z b i = l ZM=1 ^(^4), 1 
е ' (а , ) 6 ' е'(«2) 2 ' е '(аз) 6 ' е'(«4) 3 ' 
По формуле (5) оригинал будет равен 

^ ^ ^ / С О / : 1 ' ' 6 2 6 3 
г) Разложим функцию F{jp) по формуле (6) на простей-

г- Г?( \— 1,1 , 1,2 , ^2,1 , ^2,2 . Л , 3 шие дроби F(p) = ^-4,1 -̂̂ 1,2 ^^2,1 ^^2,2 ^^2,3 

(/7 + 1)̂  /̂  + 1 (;.-2)^ (; ,-2)^ р-2 
Коэффициенты находим по формуле (7) 

1 Д, = — lim iP + ̂ f {p-,lf{p-2f\ 
= lim Р 

"—( ;? -2 ) ' 27' 

А,^- — lim 
' 1!P^-I dp 

\ 
(P + ̂ f (;, + l)^(p-2/J 

= lim 1 3p 
ip-2f'{p-2r = 0, 

A I = — l i m 

1 

(/'-г/ 
(/̂ +1)^(^-2/] 

= Iim J—Л 
"-^'{p + lf 9' 

/ 
A22 =—lim 

l!/'-*2 

= lim 
p^2 

dp 

1 

(/^-2)^ 
(/̂  + l)^(/ ' -2)^ 

2p_ 
{p-^lf {p + lf '27 ' 
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А , =—lim 

= —lim 

dp' 
V 

(р -2 / 
{р^\)\р-1)' 

6р 
{p+if {p^iy 

Таким образом, 

= 0. 

^Ы^ 1 1 1 1 1 
2 • 2Цр + 1у 9(р-2у 21{р-1) 

Используя формулу 4 таблицы, получим 

f(t) = —te-^ +--е" -—te" =-L(e-'+Zte" -е''). 
^ ' 21 9 2 27 27 ^ ' 

2.2. Найти оригинал изображения: а) F(p) = e~''' ^-—; 
р-+4 

6)Fip) = . Р 
( /+4) ( j .4 l ) -

Решение, а) По таблице находим, что 
р'+4 

-> cos 2t. 

Учитывая множитель е ^'' по теореме запаздывания, получим 

^-2р Р 
р^+4 

-^cos2(^-2). 

б) Разложим изображение на простейшие дроби 

Р Ар + В Cp + D 
-н—^ , откуда ( р Ч 4 ) ( ; , Ч 1 ) р Ч 4 / + 1 

р = Ар^ + Ар-\-Вр'^ Л-В + Ср^ -^Dp^ +ACp-\-AD. 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях неизве
стных, получим 

0 = Л + С, 0 = 5 + Д 1 = ^ + 4С, 0 = 5 + 4 Д 
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откуда А = — , С = —, D = B = 0. Таким образом, 

1 Р 1 Р 1 / .чЧ 
+ f >-(cos Г-cos 2/). ( / + 4 ) ( / 7 4 l ) 3 / + 4 3/7'+1 3 

2.3. Найти оригинал функции F (/7) =—cos—, используя 
/? Р первую теорему разложения. 

Решение. Разложим функцию в ряд по степеням — 
Р 1 1 1 —cos —= — 

р р р 
1 - 1 1 

1 7 + Г Г + -
Ир"- 4 ! / 6 ! / 

1 1 1 1 
- + -р 2\р' 4\р' 6\р' 

Используя формулу (2), получим 
U.2 л . 6 оо /In 

f(t) = X—^ + l f_4.... = y(-l)"—^ 
•̂  ^ '' 7171 4141 filfil ^/ ' ( ( 2 0 ! ) ) п=0 

19.3* Решение линейных дифференциальных 
уравнений и систем обыкновенных 
дифференциальных уравнений 
с постоянными коэффициентами 
1°. Пусть дано обыкновенное линейное дифференциаль

ное уравнение «-го порядка с постоянными коэффициентами 

х(") + а,х(' '-Ч... + а„х = / ( 0 , (1) 
где Лр ̂ 2,... 5 «̂  — постоянные коэффициенты. 

Требуется найти решение, удовлетворяющее начальным 
условиям 

х(0) = хо, х'(0) = х;,..., х("-'^(0) = 4"-'). (2) 
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Применяя к обеим частям уравнения (1) преобразование 
Лапласа, переходим к операторному уравнению (или вспомо
гательному уравнению в изображениях) 

[p"+a,p"-'+... + a„)x{p) + Q{p) = F{p), 

где Х{^р) —изображение искомого решения; Q{p) —некото
рый многочлен, зависящий от начальных условий (2); F{^p) — 
изображение функции f{t). Решая операторное уравнение, по
лучим 

F{p)-Q{p) Х{р)^ 
р"+а,р"-'+... + а„ 

откуда, найдя оригинал для Х[р), находим искомое решение x[t). 
2°. При рассмотрении систем линейных дифференциаль

ных уравнений с постоянными коэффициентами после ис
пользования преобразования Лапласа получим систему 
операторных уравнений линейных относительно изображе
ний искомых функций. Решая систему операторных уравне
ний, находим изображения, откуда, переходя к оригиналам, 
получим искомое решение. 

3.1. Проинтегрировать дифференциальные уравнения: 
2i) x'-5x-^6x = 2te'; jc(0) = 0, / ( 0 ) - 0 ; 
6) y'-2/-\'2y = 2e'cost; j^(0) = 0, / ( 0 ) = 0; 
в)Г-у' = е^; y{0) = \, /{0) = y\0) = 0; 
r ) / ) - > ^ = sh/; y{0) = /{0) = /\0) = 0, y'\0) = L 

Решение, a) Переходя к изображению 

{р'Х{р)-рх{0)-х'{0))-5{рХ{р)-х{0))+6Х{р) = - ^ 
(р -1 ) 

получим ур^ -5р + б)Х(р) = Y' откуда 
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Х{р)=. 
{р-1){р-Ъ){р-\)' 

Разложим эту рациональную дробь на простейшие 

2 A B C D 
{p-2){p-Z){p-\f р-2 р-Ъ р-\ [р-Х)'-

Приравняем числители 

2 = А{р-Ъ){р-1)' + B{p-l){p-\f + 

+C{p-l){p-3){p-3)+D{p-3){p-2). 

Полагая р= I, получим 2 = 2D, т.е. D = 1; полагая р = 3, 

получим 2 = 4В, В-—; полагая р = 2,получим А = -2. Срав-
2 

ним коэффициенты при р^, тогда 0 = А + В + С, откуда С = —. 
г./ ч 2 1 1 3 1 1 

Таким образом, л1р) = -\ 1 + г-. 
р-2 2 р-Ъ 2 р-1 {р-\) 

Переходя к оригиналу, окончательно будем иметь 

х = -2е" +-е" +-е' +te' =( t + -
2 2 [ 2 

б) Переходим к изображениям 

1 - 3 , У-2е"+-е 
2 

(p^-2p + 2)Y{p) = 2 - ^ ^ , 
(р-1) +1 

I 
откуда Y{p) = 2 5-. Пользуясь табличной формулой 

((/,-1)41) 
(7) и теоремой смещения (6), будем иметь ;; = te^ sin Г. 

в) Переходим к изображениям 

(p'Yip)-p'y{0)-py{0)-y'{0))-(p'Y{p)-py{0)-y'{0)) = -^^, 
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р-^ р'{р-1) р 
Разложим рациональную дробь на простейшие 

I A B C D 
= —т + —+ + -p'{p-iy Р' Р Р-1 {p-iy 

приравниваем числители 

\ = A{p-lf+Bp{p-\f+Cp^{p-l)+Dp\ 
Полагая р = 0, полз'чим А = 1. Полагая р= I, находим, что 

Z) = 1. Сравнивая коэффициенты при р^ vi р^, будем иметь 
0 = В + С, 0 = А-2В-С + В,откудг В = 2, С = -2. Таким об-

лг/ ч 1 3 2 1 „ разом, /(/?) = —у Н h Y- Переходим к оригиналу: 
Р Р Р-^ (Р-^) 

у^х+Ъ-1е^ + хе^ =х+Ъ + {х-2)е\ 
г) Переходим к изображениям 

{р'У{р)-р'у{^)-р'у{^)-Ру"{^)-у"Щ-У{р)= ^ 

У{р> 

Р-У 
Р" 

Разложим рациональную дробь на простейшие 

/ _ А В С D Ep + F 
• + Г- + + ^ + -

(р'-1)(/-1) р-\ {р-1)' /̂ +1 {p-^lf р'+1 
и приравняем числители 

р-^А{р-\){р + \)\р'^\)^В{р^\Цр'+\)+ 

+ C{p + \){p-\f{p''^-\)+D{p-\)\p'+\)^ 

+{Ep + F){p-lf{p + l)\ 
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Полагая р=\, получим В =—. Полагая р = — 1 , получим 
1 ^ 

D = —. Полагая p=i и приравнивая действительные и мнимые 
^ 1 

величины, получим Е = 0, F = — . Сравним коэффициенты 
4 

при р^ и свободные члены, тогда 

0 = А + С + Е, 0=^-A + C + B + D + F, 

откуда А = С = 0. Таким образом 

^ . . 1 1 1 1 1 1 
Y(p) = Г-+ т- — . 

8(^ , -1) ' 8 (/? + !) 4 / . Ч 1 
Переходя к оригиналу, окончательно получим 

y = -(te' +te~')—sin? = - ( / c h / - s i n / ) . 

3.2. Проинтегрировать систему дифференциальных урав
нений: а) д: ' -Зх-4; ; = 0, у'-4х+3у = 0; д:(0) = 1, >'(0) = 1; 
б) х " - / = 0, д : ' - / ' = 2со8^; х(0) = / ( 0 ) = 0, х{0) = у{0) = 2; 
в) x-y-z=0, y-z-x=0, z-x-y^O; х(0)=-1, j/(0)=l, z(0)=O, 
г) x"+/=2sinr, / '+z '=2cos/ , z"-x=0; x(0) = z(0) = / ( 0 ) = 0, 

x'(0) = ;;(0) = - l , / ( 0 ) = l. 
Решение, a) Перейдя к изображениям, получим 

\pX{p)-x(0)-3X(p)-4Y{p) = 0, 
\pY{p)-y(0)-4X{p)+3Y(p) = 0 

или 
{p-3)X{p)-4Y{p) = \, 

-4X{p)+{p + 3)Y{p) = l. 
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Решаем эту систему относительно ЛГ(/7),У(р) 

6 1 1 1 . . . . 3 1 2 1 1 1 ^ . . 3 1 2 Х(р)= . - ч^, 
^ ' 5р-5 5р+5 ^ ' 5р-5 5р+5 

Переходя к оригиналу, окончательно получим 

6 5Г 1 -5/ 
х = —е — е , 

5 5 

v = -e^ '+ -e^ ' . 
5 5 

б) Переходя к изображениям, получим 

\p'X{p)-px{0)-x'{0)-pY{p)+y{Q) = Q, 

pX{p)-x{Qi)-p'Y{p)+py{Q)+y'{0) = __2р_ 
/ + 1 

Подставляя граничные условия и разрешая систему отно
сительно Xi^p) и Y{p), будем иметь 

X[p) = 2:f^^-}-^4-^ Y{p) = ̂  = ^ - , - ^ . 
^^^ / - 1 р'--! р^+\ ^"^^ / - 1 р'~1 р'+1 

Переходя к оригиналу, окончательно получим 

JC = sh ^ + sin ̂ , y = cht + cos t, 
в) Переходя к изображениям, будем иметь 

\pX{p)-x{0)-Y{p)-Z{p) = 0, 
\pY{p)-y{0)-Z{p)-X{p) = 0, 
[pZ{p)-2{0)-X{p)-Y{p) = 0. 

Подставляя граничные условия, получим 

pX{p)-Y{p)-Z{p) = -l, 
-X{p)+pY{p)-Z{p) = l, 
-X{p)-Y{p)+pZ{p) = 0. 



ОПЕРАиИОННОЕ ИСЧИСПЕНИЕ 421 

Разрешаем эту систему относительно ^(z»), ^{р) и 
Z{p). Главный определитель системы 

А = 
р -1 -1 

-1 р -1 
-1 -1 р 

= р'-Зр-2. 

Отсюда 

Х(р) = . 
-1 -1 -1 

1 р -1 
о -I р 

ПР)=-
;, -1 -1 

-1 1 -1 
-10» 

_р'-р-2^ 1 
р^-Зр-2 р+\' 

Zip) = \ 
р -1 -1 

-1 р 1 
-1 -1 О 

= »=0. 
А 

Переходя к оригиналу, будем иметь 

г) Переходя к изображениям, получим 

р'х{р)-рх{о)-х'{а)+рг{р)-у{о)= р'+1 

p^p)-py{0)-y'{0) + pZ{p)-z{0) = - ^ , 
р +1 

p'Z{p)-pz{0)-z'{0)-X{p) = 0. 
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Подставляя сюда граничные условия, будем иметь 

р +1 

рУ{р)л-2{р) = -

-X{p) + p'Z{p) = l. 
Р' + У 

Решая эту систему относительно X[p),Y(p),Z[p), по
лучим 

(̂rf=-7TT- ''('')=W '^"^'Th-v 
Переходя к оригиналам, окончательно получим 

jc = ~sin/, >̂  = -cos^ 2 = sin Л 



Глава 20 
МЕТОДЫ ИНТЕГРИРОВАНИЯ УРАВНЕНИЙ 
В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 

20.1* Простейшие дифференциальные 
уравнения в частных производных. 
Уравнения первого порядка 
1°. Дифференциальным уравнением в частных производ

ных называется равенство, содержащее независимые перемен
ные, функцию от этих переменных и частные производные от 
неизвестной функции по независимым переменным. Уравнение 
в частных производных с искомой функцией z от двух незави
симых переменных х и у в общем случае имеет вид 

^ dz dz d'z d'z d'z ^ 
dx dy dx^ dy^ дхду 

= 0, (1) 

где F — заданная функция своих аргументов. 
Порядком дифференциального уравнения называется по

рядок старшей производной, входящей в уравнение. Решением 
уравнения в частных производных называется функция, обра
щающая это уравнение в тождество. Под простейшим диффе
ренциальным уравнением в частных производных будем 
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понимать уравнение, позволяющее найти решение непосред
ственным интегрированием. 

2°. Рассмотрим дифференциальное уравнение в частных про
изводных первого порядка с переменными коэффициентами вида 

ох ду 
где X^X{x,y,z), Y{x,y,z), Z{x,y,z), 

Составим систему обьпсновенных дифференциальных урав-

^ dx dy dz ^ . ^ ^ г ^ ^ 
нении — = — = — и найдем ее решения (р (х, j,z)=Cp у/ {x,y,z)=C2. 

Л. 1 ZJ 

в этом случае общий интеграл исходного уравнения будет 
ф (<р (x,j;,z), V̂  (x,;;,z)) = О, где Ф{(рм/) — произвольная диффе
ренцируемая функция от (рМ/. 

Уравнения в частных производных обычно имеют семей
ство решений, зависящее от произвольных функций, число ко
торых определяется порядком дифференциального уравнения. 

d'z 
1.1. Решить дифференциальное уравнение: а) —т ~ ^^ ' ^ е дх 

d'z 
z=z(x,y);6) ——-j = 0. 

Решение, а) Интегрируя дважды по л: и представляя посто
янные интегрирования функцией от у, будем иметь 

dz 
— = 3х^+(р{у)^ z=x4x(p(y)+\l/(yl 

где (р (у), Щ(у) — произвольные функции. 
d^z 

б) Интегрируя дважды по х, получим -г-т = х/\(у) + fiiy) • 
ду 

Теперь интегрируем дважды по у 
az — = xf^{y) + f,{y) + (p,{x)^ 
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где hiy)^\fAy)dy, Aiy) = lf2(y)dy; 

где y/.iy) = \f2{y)dy, y/^iy) = lMy)dy . 
Уравнение 4-го порядка, следовательно, четыре произволь

ные функции (р, (х), (Р2 (^). ¥i (УХ Wi iy) • 

1.2. Решить уравнение: а) х у— = 0;б) zy-—zx—=лу. 
ду дх дх ду 

т» ч ^ ^ dx dy dz 
Решение, а) Составим систему уравнении — = — — = — , 

;; X О 
dx dy ^ 

откуда — = — ^ , d2 = О. 
У ^ 

Решая уравнения, получим jc^+j;^=Cj, z^C^- О б щ и й интег
рал примет вид ф{х^+у^, z)=0 или z=i//'(x^+j^^), где ^f - произ
вольная дифференцируемая функция от х^-^у'^. 

ч̂ ^ ^ dx dy dz 7 
о) Составим систему уравнении — = -^^ = — , откуда х -

-y^=a,y^-z^=c. yz xz ху 

О б щ и й интеграл будет ф {хР'-у^, У^-^^) - О или z^=y^-^ (р {х^-
-у^), где (р - произвольная функция. 

20.2. Классификация уравнений 
второго порядка и приведение 
к каноническому виду 
1°. Уравнения второго порядка в случае двух независимых 

переменных х и j ; в общем случае имеют вид 

ох охоу оу 
х,у,и,—-,—-

дх ду О' (1) 
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где А,В, С—функции хиу\Р— известная функция аргументов. 
В зависимости от соотношений между коэффициентами 

уравнения в области D подразделяются на три основных типа: 
АС-В^ <Q — уравнение гиперболического типа; 
АС-В^ >0 — уравнение эллиптического типа; 
АС-В^ =0 — уравнение параболического типа. 
Дифференциальное уравнение 

Ady^ - IBdxdy + Cdx"- = О (2) 
называется характеристическим для уравнения (1) и имеет два 
интеграла 

(p{x,y)^Q, \1/(х,у) = С^, (3) 
которые называются характеристиками. 

Дифференциальные уравнения в частных производных вто
рого порядка принято называть уравнениями математической 
физики. 

2°. Для приведения дифференциального уравнения в част
ных производных второго порядка к каноническому виду ис
пользуют характеристики. 

Уравнение гиперболического типа имеет два семейства дей
ствительных и различных характеристик (3). Делая замену пе
ременных ^ =(р{х, у), 7] = ул(х, у), уравнение (1) приводится к 
каноническому виду 

д'и +ф 
(f. ди ди^ 

д^ дГ1 
= 0. 

Для уравнения эллиптического типа общие интегралы 
уравнения характеристик комплексно сопряжены 

(p(x,y)±iii/{x,y) = C,^, 

где (р(х,у)у \1/{х,у) —вещественные функции. 
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Делая замену^ = (р (х, у), Г] = I/A(JC, у), уравнение (1) приво
дится к каноническому виду 

+Ф ^,'П,и, ди ди \ = 0. 

В случае уравнения параболического типа оба семейства 
характеристик совпадают, т. е. имеется только одна характе
ристика (р(х,у) = С. Делая замену ^ -(р{х,у), r\=\if{x,y), где 
у/[х,у) — произвольная функция, независимая с (р[х,у), для 
которой определитель 

получим каноническое уравнение 

|э^ 
дх 
Эг] 
дх 

э ^ 
ду\ 
drjl 
ду\ 

^0, 

д'и +ф ^,'П,и, ди ди = 0. 

приведение уравнения (1) к каноническому виду имеет 
практический интерес, поскольку решение значительно упро
щается. 

2.1. Привести к каноническому виду уравнение 

У 
2 д^и ^ д^и ^ 2 д^и 

— 2ху- •Л-х" = 0. 
Ъх^ дхду ду^ 

Решение. Здесь ^ = j ; ^ , В = -ху, С = х^, Так как 
АС -В = X у - (ху) = О, то данное уравнение параболичес
кого типа. 

Уравнение характеристик имеет вид 
y^dy^+2xydxdy + x^dx^-О или (ydy+ xdx)^ =0, Интегри-
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руя уравнение ydy+xdx = О, получим х^ +у^ = С. Сделаем за

мену переменных ^=х^ +у^, т] = х 

Эы ди Э£ Эы Эт? ^ Эм Эм 
— = -+ - = 2—-х+—, 
дх дд дх дг] дх дд дг} 

ди _ ди д^ дидт] ди 
ду д^ ду дГ1 ду Э<̂  ' 

д^ 
дх' 

(•^г 
= 2 Э'м Э^ Э'м дц \ Э'и Э^ Э'« дц 

Ьс + -
Э^ Эх Э̂ Э77 дх I Э(̂ Эт7 Эд: Эт] дх 

( ^2 д'и д'и \ , д'и 
+ 2-

дг = 2 

Эх^'^'^Э^Эг,/'' Э^Э^'^'^Эт]^' 

^ ^ + _ ^ ^ l v + 2—= 4 — v 4 2 — 
Э^ Э;; d^dridyf д^ Э^ ^ Э<̂ ' 

Э̂ « ^(д'и д^ д'и дт] 
+ • 

дхду [д^ дх д^дг] дх 

(•^1 

Ь' = 2 д\ д'и 
-х+ д^' д^дГ] Д'-

д'и д'и д'и 
Подставляем значения :̂;-̂ , ^ ^ , ::—^ вдифференциаль-

дх'' ЭдгЭ̂ '' ду' 

ное уравнение 

х'у'4^^+2ху' д'и 
эг 

д'и ^ , д'и 2 Э̂ " 

Э^Эп 
+ 2ху •+У 

п L L— А 2 д и ^ г г Э м 2 2 Э^Ц 

Э|Э7] 

Э^Эг7 Эт̂  

г..2^'^^2х' — = 0. 
Э̂ ^ 

Эм 

^ 2 " - -, 2 " - л Э̂ « 2rf ди . 
Отсюда з;̂ :̂̂ -у + 2х — = 0 или -г-^+ „ .. . ^ =0 . 

Э | 
Г" "Г Z X — VJ jr i j i jn ^ , 

Эп' Э | Э77' ^-Т7'Э^ 
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20*3* Метод Даламбера 
Рассмотрим уравнение свободных колебаний струны 

8?=" а?' <" 
где u(x,t) — смещение точки струны, имеющей координату х, 
относительно положения равновесия в момент времени t. Здесь 

^ - ~ , Т— натяжение, а р —линейная плотность струны. 
Будем искать решение задачи Коши для бесконечной стру

ны -«> < X < оо̂  т. е. когда концы струны не оказывают замет
ного влияния на колебания в средней части. Для определения 
закона колебаний струны необходимо знать в начальный мо
мент положения точек струны и их скорость. Эти параметры 
определяются начальными условиями 

w(x,0) = (p(x), -^1 = W{xl (2) 
r=o 

где (р{х), \if{x) —заданные функции. 
Используем для решения уравнения колебаний струны ме

тод характеристик (метод Даламбера), который основывается 
на замене переменных ̂ =x + at, rj^x-at. Уравнение (1) в этом 

д'и ^ случае приводится к каноническому уравнению вида = О, 

которое имеет общее решение и(^,Г1) = Ф^(^) + Ф2{т]), где 

ФрФз — произвольные дважды дифференцируемые функции. 
Возвращаясь к старым переменным xj и выбирая функ

ции Фр Фг таким образом, чтобы функция и = u(xj) удовлет
воряла начальным условиям (2), приходим к решению 
исходного уравнения (1) в форме Даламбера 
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1 1 - * ^ " * 

t/(x,/) = —[ф(д:-(3/)н-^(х + аг) ] + — J \l/{z)dz 
2а (3) 

3.1.Найти решение волнового уравнения -—г - —у для бес-
ot дх 

конечной струны (~«^ < х < оо̂  Г > 0) при начальных условиях: 

ди 
1/(х,0) = е "" ; 

Э/ 
= sin 2х. 

/=о 
Решение. Воспользуемся формулой Даламбера, учитывая, 

что а = 1 

u(x,)='^e^-'Ue-<"'fy{\ 
^^ ^2л/ , -2xt 

sin2z 

2l,2tgz 4 
tg(A: + 0 
tg(^:-0 

20«4. Метод разделения переменных 
Решение, найденное методом разделения переменных 

(иногда его называют методом Фурье), получают обычно в 
форме бесконечного ряда, отрезок же этого ряда дает прибли
женное решение уравнения. 

4.1. Найти частное решение волнового уравнения 

Э̂ м 2 ̂ ^" 
дг т = а -\ 2 ' ОХ 

удовлетворяющее граничным условиям 

и(0,^) = 0, u{l,t) = 0 

и начальным условиям 

u{x,0) = f{x), u,{x,0) = F{x), 

(1) 

(2) 

(3) 
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где f{x) и F{x) заданы в интервале [О,/], причем / (0) = F{1) = О. 
Решение. В такой постановке уравнение описывает про

цесс колебаний струны длиной /, закрепленной в точках л: = О и 
X = /. Смещение точки струны относительно положения равно
весия зависит от X и от времени t:u =и {xj). 

Здесь а̂  = —, где Т—натяжение, а р —линейная плот-
Р 

ность струны. 
Если под и (xj) понимать ток или напряжение, а а^=—, 

где С — емкость, L — индуктивность, то волновое уравнение 
описывает процесс электрических колебаний в проводах. 

Если под и (xj) понимать продольное удлинение, з. а'^ =—-, 
V 

где V — скорость распространения динамических усилий вдоль 
стержня, то волновое уравнение описывает процесс распрост
ранения продольных колебаний в стержне. 

Одно и то же дифференциальное уравнение описывает со
вершенно различные физические задачи лишь только потому, 
что эти задачи имеют один и тот же характер поведения иско
мых величин. Для определенности рассмотрим уравнение ма
лых колебаний струны. 

Волновое уравнение является уравнением гиперболическо
го типа. Будем искать его решение методом Фурье. Предста
вим решение в виде произведения двух функций 

u=X(x)T(t), (4) 

ИЗ которых одна зависит только от л:, а другая только от j^ (раз
деление переменных). 

Поскольку нас интересует ненулевое решение u:^0, то 
Х(х):^0 И T(t)z^Q, Подставляя (4) в уравнение (1), получим 
X(x)T'(t)^a^X''(x)T(t) или 
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Г it) ^ х'Хх) 
a^T{t) Х{х) ^^^ 

Так как левая часть не зависит от х, а правая от /, то равен
ство (5) возможно лишь в том случае, когда обе части равны 
одной и той же постоянной величине, которую мы обозначим 
через -Я 

r\t) ^ Х\х) ^ ^ 
a^T(t) Х{х) 

Отсюда следует, что 

Х''+ХХ = 0 (6) 
и 

Г Ч ^ ' Я Г = 0. (7) 
Рассмотрим сначала линейное однородное уравнение вто

рого порядка с постоянными коэффициентами (6) и выясним, 
при каком значении Я оно имеет ненулевые решения, удовлет
воряющие граничным условиям (2). 

Числовые значения Я называют собственными значения
ми (числами), а соответствующие им ненулевые решения - соб
ственными функциями, поэтому этот метод встречается под 
названием метода собственных функций. (Поставленную таким 
образом задачу часто называют задачей Штурма-Лиувилля), 

Исследуем три случая. 

1. Я < 0. Тогда характеристическое уравнение г^+ д̂  =0 име

ет различные вещественные корни г̂  2 = ±л/-Я и общее реше

ние будет X = Qe"^"" + С^е'^"" • 
Удовлетворяя граничным условиям (2), имеем 

О = Q+C2, 
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Отсюда Cj= Cj- О и решение будет нулевым. 
2. Я = 0. Тогда уравнение (6) примет вид Х"= О, а решение 

будет Z=qjc+C2. 
Удовлетворяя граничным условиям (2), получим 

О = Cj0+C2; О = CjZ+q. Откуда С^^ С^^ О и Х(х) =0. 

3. Я > 0. Характеристическое уравнение имеет чисто мни

мые корни Г12=±/л/Я и общее решение будет 

JSr = Ci cos л/Ях + Сз sin л/Ях. Из граничных условий (2) имеем 

0 = q , 0 = C2sin^/Я/. 
Чтобы получить ненулевое решение полагаем, что С2^ О, 

а sin л/я/ = 0. Отсюда 

Я , = ( — ) ^ (А:=1,2,....) (8) 

И ненулевое решение примет вид 

Х,=С,^ш—х, (А:=1,2,....). (9) 

flic ТС 
Подставляя Я̂  в уравнение (7), получим Г /=( )^7^ = 0 . 

Общее решение этого уравнения будет 
_, , акк _ . акк ^ ..^. 
Tj^ =v4^cos / + 5^sm 1 = 0, (10) 

где Aj^,Bf^ — произвольные постоянные. 
Подставляя найденные решения (9),(10) в (4), находим 

. , акл , . акя . . кя u{x,t) = {af^ cos t + bj^sm / ) s m — x , 

где aj^=Aj^C^, Ь^^=В^С^^ — произвольные постоянные. 
Вследствие линейности и однородности решаемого урав

нения сумма его решений также будет его решением 
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. ^ , акк , . акк . . кп 
и{х, 0 = 2L ̂ л̂ ̂ ^^ ^ "̂  *̂  ^̂ ^ ^̂  ̂ ^^—^' (11) 

t̂=i ^ I I 
Из начальных условий (3) находим произвольные посто

янные а ,̂ 6 .̂ Из первого условия получим 

£ a , s i n — 0 = / W . (12) 

Дифференцируя (11) по ^ имеем 

ди ^ акк, . акк , акк ^ . кк 
— = 2^—-{-a,sm—-t + b,cos--—t)sm—-x. 
d t jTi I I I I 

Используя второе условие (3), отсюда получим 

1^ акк г . кк -_,. . 
b,sm—x = F(x). (13) / 

Выражения (12), (13) представляют собой разложения фун
кций/fxj и F(x) в ряды Фурье по синусам на интервале [О,/]. 
Отсюда коэффициенты л ,̂ Ь^ будут 

(3̂  =- - j / (x)s in—xdx 

Таким образом, решение (11), при найденных значениях 
flf^, 6 ,̂ является искомым решением волнового уравнения, удов
летворяющим заданным граничным (2) и начальным (3) усло
виям. 

4.2. Найти решение уравнения теплопроводности 

ди 2^^w 

удовлетворяющее начальному условию 
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«(х,0) = / ( х ) (0<х< / ) (2) 
и граничным условиям 

w(jc,0) = 0, u{l,t) = 0 {0<t<oo), (3) 

Решение. Уравнение (1) является уравнением параболичес
кого типа и описывает процесс распространения тепла u(x,t) в 
однородном теплоизолированном с боков стержне длины /; 
t — время; а — коэффициент температуропроводности. 

Решение будем искать методом Фурье 
u = X(x)T(tl (4) 

где функция Х=Х(х) — зависит только от jc, а Г = T(t) — толь
ко от /, причем Хч^ О и Тф 0. 

Подставляя (4) в (1), будем иметь Х(х) T(t) =а^Х''(х) T(t) или 

Г(0 _Х'Хх) 
a^T(t) "" Х(х) ' 

Поскольу левая часть зависит только от /, а правая только 
от X, то равенство возможно, если обе части равны одной и той 
же величине. Обозначим ее через - Я 

Г(о ^х'Хх)^ д 
a^T(t) Х(х) 

Отсюда следует, что 
Х'\х)-\-ХХ(х) = 0, (5) 

r(t) + a^XT{t) = 0, (6) 
Мы уже показали, что ненулевые решения уравнения (5) 

существуют только при Х = - \ (см.(8) задача 4.1.) и имеют 
вид (9) см. там же. 

Подставим Я в уравнение (6) и представим его в виде 

Г' + ( ут = 0. Его общим решением будет Г̂  = Л ^ ' ' 
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где Aj^ — произвольные постоянные. Таким образом, решение 
(4) уравнения (1) будет 

Щ(х,0 = Ь,е ' sin—X, (/:=!,2, ....), 

где bj^-Cj^j^ — произвольные постоянные. 
Нетрудно заметить, что 

u(x,t) = 2,^,6 ' sin—X, (7) 
к=\ I 

также является решением уравнения (1), удовлеторяющим гра
ничным условиям (3). 

Выберем теперь коэффициенты bj, таким образом, чтобы 
функция (7) удовлетворяла и начальному условию (2). Подстав
ляя (7) в (2), получим 

Выражение (8) представляет разложение функции/^л:J в ряд 
Фурье по синусам. 

Отсюда 

bk = - J / W s i n — x r f x (9) 
* о ^ 

Таким образом, сумма ряда (7), где коэффициенты bj^ оп
ределяются по формулам (9), есть частное решение уравнения 
теплопроводности (1). 

Пусть 

/w= 
/ 

х;х<—, 
2 I l - j c ; x>—, 
2 
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тогда по формуле (9) коэффициенты равны 

2'г . кк b^ =~J jcsin—xax + —\{l'-x)sm—xax = 
/ Q / / £ / 

2 

2, xl кк ^ I } кк ^ Л . кк ^ 
= —( cos—x2 + — cos—jcax + z s in—xdx-

l кк I ^"^ кк{ I \ I 

I 'r 2, xl кк xi 1 r кк , 4/ 
— ( c o s — х и л - — cos—xax = 

I кк I 2 кк] I {кк) 
Решение (7) в этом случае примет вид 

. кк ^ sin — 
' 2 

, , Al^ \ . кк кк -<^ft . кк 
I 

4.3. Найти решение уравнения Лапласа 
Дм = 0 (1) 

ДЛЯ прямоугольника, удовлетворяющее граничным условиям: 
а) 

|<p,(x) при у=--. 

б) 

и = {(рг(х) при 7 = - - ; 

О при jc=0, х=а; 

О при У=±^, 

и=<^щ{х) при х=0, 
щ{х) при х=а; 

(2) 

(2-) 
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в) 
«р,(х) при j ; = | ; 

ы = •< Ц)^{х) при ;̂  = - - : 

/̂•((jc) при х = 0; 

y/jCJc) при x = a; 

(2") 

Решение, а) Уравнение Лапласа —-- + —7 = 0 является 
Эх Ъу 

уравнением эллиптического типа. Поскольку по условию тре
буется найти решение уравнения Лапласа в области 2), удов
летворяющее на замкнутом контуре L, ограничивающим 
область D, заданным граничным условиям, то имеет место за
дача Дирихле. Воспользуемся методом Фурье. Представим ре
шение в виде произведения двух функций 

u^Xix)Y(y), (3) 
которое удовлетворяло бы уравнению (1) и последнему из ус
ловий (2). 

Подставляя (3) в (1), находим — ~——--А. Отсюда 

Х" + Я'Х = 0, 7"-Я'У = 0. (4) 
Функция Х(х) должна удовлетворять условиям 

Х(0)=Х(а)=0. (5) 
Общее решение уравнения (4) будет 

Х(х) = C^cos Я х+C^sin Я ̂ . (6) 
Подставляя (6) в (5), находим Cj=0, CjCos Я a+C2sin Я а=0. 
Таким образом, ненулевое решение будет, если С2^0, а 

ктг 
8тЯ«=0, откуда X^^Tik (/:=!,2,3, ....). или Я = — . Оконча-

а . кк 
тельно, решение при Я = — примет вид 

а 
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X(x) = Csm (^=1,2,3,....). 

Подставляя во -Я^ = -

лучим 

7"-

(кжЛ . . . . 
— второе из уравнении (4), по-

а I 

кк"^' 
а J 

Г = 0. (7) 

Находя корни соответствующего характеристического 
уравнения, решение уравнения (7) примет вид 

7 = Q^^ Ч-С^^ "^ =CiCh—y + Q s h — у ^ 
а а 

где СрС2 — произвольные постоянные. 
Таким образом, основное решение (3) будет 

г А л^кк ^ . кп . . кк 
и = {Ас\\—y^-Bsh—>^)sm—х ^ 

а а а 
где А,В — произвольные постоянные. 

Представим решение в виде суммы основных решений 

^/ J л кп ^ . кк . , кк 
и = > (Л ch—у + В^ sh—;; )s in—х . (8) 

1,^1 а а а 
Функция и удовлетворяет уравнению Лапласа и последне

му из условий (2). Подберем постоянные v4̂  и В^ так, чтобы удов
летворились первые два из условий (2) 

"(•^.т)=Х(ЛсЬ——+5^^sh——)sin—х = (р,(х). 
2 jt=i 2а 2а а 

1/(х,-~) = 2 , ( Л с Ь ~ j5 , sh-—)sm—х^щ{х) . 
2 jTi 2а 2а а 

Разлагая функции (р^(х) и (р2(х) в ряды Фурье по синусам 
на промежутке (О, а), получим 
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, . ^ . кпх , ^ ^ , . ккх 
<)̂ ,W = 2 . ^ ^ s i ^ — ' <P2W = 2L^*sin—, (10) 

2 г , , . кпх , , 2 г , , . клх 
где «jt = ~ Ф] (^) siî  -—ш:; 6̂^ = — ИРг (^) ̂ in —-dx. а I а а^ а 

Сравнивая коэффициенты рядов (9) и (10), имеем 

, , ккЬ ^ , кжЬ A c h - — + 5 , s h — - = а„ 2а 2а 
ккЪ ккЬ 

А. СП ^^sh = 6.. 
2а 2а 

Определяя отсюда коэффициенты Aj^,Bj^ и подставляя в (8), 
получим 

2а 2а 
2 г А:ях Если (р^{х) = (р2{х)=^(р (х), то а̂  =6̂ ^ =—U> Wsin e/jc 
« О ^ 

И выражение (11) примет вид 

2а 
б) Чтобы воспользоваться результатами предыдущего ре-

/ b , а 
шения, введем новые координаты х =>' +—, у =х—, тогда 
граничные условия (2') приводятся к виду (2) и числа аиЬ меня
ются ролями, а в решение (11) вместо функций ср^ и (р^ войдут 
yAj и 1/̂ 2. Если вернуться к переменным х и j , то решение при
мет вид 
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2ch к=\ ^^и ^^^ b ^ 2 
lb 

^k-b, кк л> кк 
2sh 

где 

•7-̂ —sh '-^^^^{х- —))sin •^^^( V - ~ ) . 
кка b 2 b 2 
2b 

(12) 

2 f г \ • kn. b.j 

^Л b 2 
2 

*̂  = T J V̂2 (y) sin -^(y + -z)dy, b\ b 2 
2 

B) Решение уравнения Лапласа, удовлетворяющее гранич
ным условиям (2"), равно сумме решений (11) и (12). 

4.4. Найти решение уравнения Лапласа 
Аи = 0 (1) 

для прямоугольника, удовлетворяющее граничным условиям 

—- = 0 при х=0,х = а; 
ах 

ди 
Эх 

<PJ(X) при у = - ; 

b (р^{х) при у = --
(2) 

Решение. Поскольку на границе заданы производные, то 
имеет место вторая основная граничная задача — задача Ней
мана, Решаем задачу методом Фурье. 

Решение ищем в виде 
u = X(x)Y(y), (3) 
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т^' Y Y 
тогда — = = -Я^, откуда 

X Y 
Х"+ Я' Х=0, г ' - Я ' 7=0. (4) 

Чтобы решение (3) удовлетворяло первому из граничных 
условий (2), необходимо 

Х'{0)=Х'(а)=0, (5) 
Общее решение первого уравнения (4) будет 

Z(^x^ = C^cosЯ^^•C'2sinЯ^• Из условий (5) следет, что 
X'(x)=-XC^sinXx+ X С2С05Я^ и при х=0 С2=0, smXa=0 и 

Я = — (/:=0,1,2,....). Таким образом, 
а 

Х(х) =Ccos Я X, 
Решая второе уравнение (4)(см. предыдщий пример 4.1, а), 

окончательное решение примет вид 

" = 2 . ( A c h — ^ + 5 , s h — ^ ) c o s — х ^ \ у ^ В ^ (6) 

где ^Q, B^ — неопределенные коэффициенты, отвечающие слу
чаю А:=0. 

Из вторых граничных условий (2) имеем 

щ 
^кк, , , ккЬ ^ . ккЬ. кк . , . 

= 2 , — K s h - — + 5 , c h - — ) c o s — x + 4 ) = 9 i W ' 
,=̂  kTi a 2a 2a a 

du 

^y 2 

^kn ^ , , клЬ ^ . knb. кк . , . (7) 
6 T̂ j a 2a 2a a 

кк Разлагая (p^{x) и (p^ix) в ряды по cos—х в промежутке 
а 

(О, л) имеем 

<Pi (̂ ) = Z ^̂  ^̂ ^ ' 2̂ (̂ ) = Z ^̂  ^̂ ^ ' (8) 
к=\ ^ к=\ ^ 
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2 Г , ^ ккх , , 2 г , ^ кпх Z f , ^ А:Л:Х , , А с , . кпх 
где л̂ - ~" 1̂С-̂ ) ̂ ^s "^' /̂t = "" МРг С-̂ ) ̂ ^s ох. 

а{ а а{ а 
Из сравнения коэффициентов рядов (7) и (8) имеем 

, , ккЬ „ , ккЬ а 
2а 2а кп 

. и^^б о и^^^^ « I. (^=1,2, ....). (9) 
-л^ sh +5^ с h = — bj^ 

2а 2а кк 
Для к-0 из (9) непосредственно получим А^=-^, В^= — . 

Последние равенства удовлетворяются только, если а^=Ь^. Оп
ределяя Aj^,Bj^u3 системы (9) и подставляя их в (6), окончатель
но получим 

M=-^v + 5 .+ > (—-^—г-1-ch—^+тгг-^—r-^sh—^)cos . 
2 ° r f 2/:л: , A:;rZ? ^ 2А:л: , /̂ л:6 sh^^^ U ^::::ich- а 

а 2а а 2а 
4.5. Найти решение уравнения Лапласа, заданного в по

лярной системе координат 

2 ^^и ди д'и ^ T T + '-T^ + ^TTTT^O, (1) 

удовлетворяющее условию периодичности как функции Q 
и(г,в+2п) =и(г,в) и граничным условиям: а) на окружности 

и{К,,в) = (р,{в\ и(К,,в) = (р,(в1 (2) 
т . е . для кольца - о о < 0 < о о , R^KKKR^; б) для круга 
и{К,в) = 9(0), 0 < r < i ? , ~ о о < 0 < о о ; в) внешности круга 
и(К,в) = (р{в\ R<r<oo, - о о < 0 < о о . 

Решение, а) Воспользуемся методом Фурье. Представим 
решение в виде и = R(r)T(Q) и подставим его в (1) 

Г(в) rR"{r) + rR'ir) , , 
R(r) = -к\ (3) 
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Первое из уравнений (3) T'(Q)-^к^Т- О имеет решение 
Т(в)=А cos кв+В sin кв, (4) 

Для того чтобы было удовлетворено условие периодично
сти требуется, чтобы к было целым числом /: = 0,1,2,.... Второе 
из уравнений (3) будет 

r^R ''(г) +rR '(rj-k'R (г) =0. (5) 
При А: = О решение уравнения (5) имеет вид 

R(r)=A^nr+B^. (6) 
Если k>Q,TO решение ищем в виде R (г) = f", что дает г^т (т -

~1)г^Чгтг^^-к^/" = О или г^{п?-к^ = 0,т. е. т = ±к. Следова
тельно, 

R(r)=Ar^+Br-^. (7) 
Суммируя решения (4),(6) и (7), окончательно получим 

и{гв) = £({А.г' + В^г-") cos кв + (СУ + D.r-')sin А0)+4, In г+В^ 
(8) 

Для определения неопределенных коэффициентов разла
гаем функции (р^(в) и (Р2{в) в ряды Фурье 

оо 

ф] (в) = -^ + X ^^к COS кв-^-Ь^ sin кв), 

г *" (9) 
(p^{e) = ̂  + ^{c,coske'bd,smke). 

2 к=] 
Пользуясь граничными условиями (2) и приравнивая ко

эффициенты при соответствующих синусах и косинусах в (8) и 
(9), получим для определения коэффициентов следующие вы
ражения 

cX^D,R;'=d,, ЛЬл,+5о=^, 4,in/?2+^o=Y -̂ ^̂ ^ 
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Находя отсюда значения коэффициентов и подставляя в 
выражение (8), окончательно получим 

2(lni?2-lni?i) 2(ln7?2-lni?,) 

+ У - ( « • . ^ r ' - c . « r ' ) r ' - ( a X - c . < ) r - ' 

{b,R;' -d,R;')r' -{bX-d,R^)r-' . , ^ , 
+-̂ -̂̂ -̂̂  ^ V ,—Ц-4 '^-^—sinA:0). 

б) В решениях (6),(7) для круга A^- О и 5 = О, т.к. в против
ном случае в точке г = О функция имела бы разрыв. Отсюда, из 

d с 

последних выражений (10), 5^ = - ^ и 5^ = —, т. е. решение воз
можно только при а^ = CQ, 

Решение (8) в этом случае примет вид 
u(r,e) = ^ + J^(A,coske + C,smke)r'. 

2 k=i 

Неопределенные коэффициенты Aj^ и С^ находим из гра
ничного условия. Разлагая (р{в) в ряд Фурье в промежутке 
[0,2я], получим 

2 jt=i 

где 0̂ = — [ (р{г)с1т, 4 = — г j ^('^) ̂ ^^ ̂ ^^^^ ̂ к = — г j ^('^) ̂ ^̂  *^^^-
7t Q я/с Q я/? Q 

Таким образом, 
t 2я 

w(r,0) = ̂ + — f ( l + 25^(—)'(cosA:TcosA:0 + sin^Tsm^t0)<p(T)JT. 
2 2Я ^ ;t=l ^ 

в) Полагая в решении (11) i?j=i? и R^-^oo, находим 
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u(r,e) = ̂ +Yf^^coske + ̂ ^^smke) = 

=—+Y i-f (a, cos k9 + b, sin кв). 
^ fi r 

4.6. Найти решение уравнения Пуассона 
Au=f(x,y), (1) 

удовлетворяющее граничным условиям 
и = 0 при х = 0, у = 0, х = а, у=Ь, (2) 

Решение. По методу Фурье ищем фундаментальные функ
ции уравнения Аw = Aw, удовлеторяющие граничным услови
ям (2). Принимая решение в виде производения и = Х{х) Y(y), 
будем иметь Х"У+Х7"=ЯХ7. Откуда 

— + — = Я. 
X Y 

Последнее выражение возможно при условии, что 
X'' 7" 
-Т7 ~ Р' ~v "^ ' где/7 ид — постоянные величины. Решая эти 
уравнения при граничных условиях Х(0) = Х{а) = О, 
У(0) = Y{b) = О, находим (см.4.1), что нетривиальное решение 

. ттгх . ПК у 
^ m v-̂ J = si^ 5 ^п кУ) = sm —— существует только при усло-

а о 
1 1 1 1 

в и и р = —^ д = ——~ (т ,«= 1,2,3,....). 
а о 

Функции 
, . ,̂  . тжх . лтгу 

"п, „ =-^ж^« = sm s i n — - (3) 
т,п т п 7 У / 

а о 
ортогональны между собой и образуют полную систему функ
ций в заданной области. Подставляя (3) в левую часть уравне
ния (1) получим 

AXY=-^7i 
( 1 2 л 

XY. (4) 
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Раскладывая в двойной ряд Фурье по функциям и^^ ^ функ
цию/fx,j;J, будем иметь 

fi^.y) = 2^1,^т,п sin sin——, (5) 
m=l /1=1 ^ ^ 

a b 

где tz,,, = — I l/(a,/3)sin sm—^dadp. 

Приравнивая (4) и (5), с учетом выражения (3), будем иметь 

^т,п • ^^^ • ^^У 
w(x,j;) = - 2 . Z . Г—T-sin sin 

Подставив сюда вместо коэффициентов Фурье а^^ их вы
ражения, окончательно получим 

. . ткх . пку 4sin sin——ab ^ ^п 

4.7. Найти решение уравнения колебаний прямоугольной 
мембраны с закрепленными краями 

приг = 0 w = (p(x,>^); -^^\^{х^у) (2) 
а/ 

на границе 5 перемещения 
W = 0. (3) 

Решение. Пусть 0<x<a, 0<j'<6. Полагая 
w^W(x.y)T(t), (4) 

где W(x,y) — функция только от х и j , Г(̂ ГJ — функция только 
от г, из уравнения (1) будем иметь 
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Разделив последнее равенство на WT, получим условие раз
деления переменных 

где Я — некоторая постоянная. 
Из равенства (5), с учетом условий (3), имеем следующую дву

мерную задачу о собственных значениях и собственных функциях 

AW + XW = 0, Wl=-0. (6) 

Полагая W(x,y) = Х(х) Y(y), где Х(х) — функция только от 
X, Y{y) — функция только от у, из уравнения (6) получим 

У У'' 
= — + A = v =const. 

X Y 
Учитывая нулевые граничные условия Wj^ =0, получаем 

следующие задачи о собственных значениях и собственных фун
кциях для определения Хи Y 

X''+vX = 0, Х = 0 при х = 0, х = а, (7) 

Г Ч / | Г = 0, У = 0 при у = 0, у = Ь, (8) 

где VHV-f)U = A — постоянные. 
Собственные значения и собственные функции задачи (7) 

и (8), соответственно, имеют вид 

2 . ПК (пк\ 1 

X„=J- s in—X, v„ 
\а а \ а 

,. fl . тж (тк ^^ 
" М б b ^ ^"^ у Ь J 

/2 = 1,2,... 

m = l,2,.. 
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Таким образом, собственные значения и собственные фун
кции двумерной задачи Штурма - Лиувилля (6) будут 

Я„ =л:^ 
I .„. . ч 2 . ПК . тп 
I ыаЬ а о ^ ^ 

Подставляя Я„„ в (5), получим Т"^ +c^KJnm = О. 
Общее решение этого уравнения будет 

Lm = An, COS c ^ t + Б„„ sin Cy/X^t, (10) 

где Л„^ и В„^ — произвольные постоянные. 
Подставляя (9) и (10) в (4), решение уравнения (1) примет 

вид 

w{x,y,t) = J^j;^W„„{x,y)[A„„cosc^t + B„„sinc^t).(n) 
п т 

При определении произвольных постоянных Д^ и В^^ 
воспользуемся начальными условиями (2). Разложим функции 
(р{х,у) и у/^х.у) в двойные ряды Фурье по синусам кратных 
аргументов 

/ \ 2 с̂-1 х-» . плх . тку 

2 Ŷ  ^ . плх . тпу 
va6 n m ci b 

где 
a b 

z Г r . v . ПКХ . mny J J 

ylabii a b 
Из первого начального условия (2), при г = О в выражении 

(11), путем сравнения коэффициентов при синусах кратных ар
гументов имеем Д^ =^nm-
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Дифференцируя ряд (11) по /, из второго начального усло-

вия (2) при / = О имеем В^^ = 
пт ГГ^ 

Подставляя значения Д^ и В^^ в решение (11), оконча
тельно получим 

г^ f 1 \ 
/ .\ 2 \-.v^ п,—, Ь„̂  . п,—, . гтх . тку 

V o f t r t ^ с Д , J а b 
4.8. Найти решение уравнения колебаний круглой мемб

раны с закрепленными краями 

Э̂ ш 1 dw 1 Ъ^т Э^ш_ 

э7^рЭр"^7"эё^"э^"" ' 
удовлетворяющее начальным условиям 

w = (p{p,e), -^ = \1/{р,в) при t = 0 (2) 
ot 

и граничным 
ш = 0 Azpi/ р = 1. (3) 

Решение. Применяя метод разделения переменных, по
лагаем 

w = W{p,e)T{t), (4) 
где ж—функция только от р и$, Т—функция только от Г. 

Подставляя (4) в (1), получим 

d^W 1 dW 1 d^W T^+-^^T+^^T-WT"=0. 
Эр' p Эр p ' Э0' " 

Разделяя переменные, будем иметь 
AW дТ" 
W ЭТ 

где Я — постоянная. 

= -Я, (5) 



МЕТОПЫ ИНТЕГРИРОВАНИЯ УРАВНЕНИЙ 451 

Из равенства (5) и граничных условий (3) получаем следу
ющую задачу Штурма - Лиувилля 

^W + XW = 0, ^ U , =0- (6) 
При решении уравнения (6) еще раз применим метод Фурье 

W = R{p)Ф{в), (7) 

где R — функция только от р , ф — функция только от Q, 
Подставляя (7) в (6), получим 

Р Р 
Умножая последнее равенство на р^ и деля на /?Ф, будем 

иметь 

^ R ^ R ^ Ф ^^ 

Учитывая, что функция Ф(0) имеет период равный 2я , 
из выражений (8) получаем 

ф"+уф=0, Ф(2л:)=Ф(0). (9) 

Ненулевые решения уравнения (9) существуют только при 
v=/ t (AZ = 0,1,2,...) и имеют вид 

фД0) = Д cosn0+Д^ sinn0, 

где А^ и Б^ — произвольные постоянные. 
Из условий (8) имеем 

р ' /?"+р/?Ч (Яр'-Az')7? = О, (10) 

т. е. задача сводится к решению уравнения Бесселя. 
Учитывая (3), что функция R{p) обращается в нуль при 

р = 1 и должна быть ограничена при р = О 

1р=1 1р=0 ' ^ ^ 
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решение уравнения (10) выражается через функции Бесселя 
л̂ (^). Отсюда, собственные числа и собственные функции за

дачи Штурма - Лиувилля (10), (И), ортонормированные с ве
сом р , определяются выражениями 

Д/Дрм1">йр 

1Г^^ = ткл-\ п — корни уравнения /„ (х) = 0. 

Собственные числа и собственные функции двумерной за
дачи (6) будут 

Kn=[t^t^)\ ^тп{р)Фп{0), Kn{p)^:{e), (12) 

ортонормированные собственные функции задачи (9). 
Из условия разделимости переменных (5), для каждого соб

ственного значения Х^„ имеем Т'' +Я„„Г„„ =0. Решением это-
tnn run rnn тп 

ГО уравнения будут линейно независимые функции 
T^„{t) = cosnih, r,„=l, 7 1 = 0 при t = 0, 

T:n{t) = -\;^smni:h, T:„=0, 7 ; ; = 1 при t = 0. (13) 

Раскладывая начальные функции (р(р,в) и i//(p,0) в ряды 
Фурье по собственным функциям (12), будем иметь 

<?>(p.e) = II(a.„O„(0)+a>:(0)K„(p), 
п=0 т=\ 

¥{p,в) = ttKФn{e)+ЬlФ:{в))R„M' (14) 
л=0 т=\ 

где а„п, 6„„, а*„ и &*„ — коэффициенты ряда Фурье. 

где 
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Учитывая, что начальные условия (2) в силу (13), (14) вы
полняются, а также выражения (4), (7), решение уравнения (1) 
примет вид 

^(р,в,о=1Х(КпФЛв)+а;„Ф:лвЖЛр)7;до+ 
п=0 т=1 

+(*.„ф« (e)+6>L (в ))/?.„ (р)С (/)). 
4.9. Найти решение дифференциального уравнения изгиба 

прямоугольной пластинки 

удовлетворяющее граничным условиям 

^ = 0 при к = ±-гй; = 0, ^^-^ = 0 при х = ±—, (2) 

[на-
. . д W ^ д W д W f V где ЬАт = —-— + 2 + —-т-; qlx,y) — поверхностная i 

ах ах''бу ду 
грузка, приложенная по нормали к верхней грани; D — цилин
дрическая жесткость; w{^x,y) — прогиб пластинки. 

Решение. Сведем решение задачи к решению однородного 
уравнения. Для этого представим частное решение в виде мно
гочлена 4-й степени от у, удовлетворяющее уравнению (1) и 
первому из условий (2) 

w^ = 
£ . 4 / 4 3 \ 

24D (3) 

Вообще-то, здесь частное решение WQ принято в форме про
гиба свободно опертой балки длины b при равномерной нагруз
ке g/D. 
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Обозначим за ш, разность w-w^-w^, тогда функция 
^i(^9^) будет решением бигармонического уравнения 
bJSMy = О при граничных условиях 

ш = 0, = 0 при у = 0, у = Ь, 

^ 1 = -
qb' (у' 
24D 

V 
Ь' Ь' b 

Э да, - ,а 
—J- = 0 при х = ±-. 
ах 2 

(4) 

При решении бигармонического уравнения воспользуем
ся методом разделения переменных. Пусть w^=X[x)Y[y), тог
да получим 

X'''Y + 2X'y''+XY^''=0, (5) 
Для того чтобы получить уравнение только относительно 

функции X, достаточно взять функцию Y в виде 

птгу r „ = s i n ^ , {п = 1,2,...). 
b (6) 

Нетрудно заметить, что искомая функция Y удовлетворя
ет всем первым четырем условиям из граничных условий (4). 
Естественно, решение (5) не имеет общего характера и приме
нимо не к любой бигармонической задаче, а лишь только к за
дачам, аналогичным рассматриваемой, т. е. лишь к задачам при 
специальных граничных условиях. 

Подставляя (6) в (5), получим уравнение 

Г' -^2 
' ПК ^ 

\ 
Х^Ч ' ПК \ Х = 0, 

решение которого имеет вид 

^ , ппх , пкх , ппх , плх , пжх , пкх 
Х„ =а СП + 6 sh +c„sn +d ch . 

" " b "" b b " b "" b b 
Таким образом, искомое решение будет 
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W, = I^„sin пку 
(7) 

л=1 

в силу вторых граничных условий (4) решение должно 
быть четной функцией х, следовательно, коэффициенты с^ 
и d^ равны нулю. Для определения коэффициентов а^,Ь^ 
разложим правую часть первого из вторых условий (4) в ряд 
Фурье 

Ф' 
' 24D Ь* Ь' b ^ 

.3^ ̂ i ту , sin 
^ b 

, (л = 1,2,...). (8) 

Из условий (4),(8) имеем систему 

, пжа , пка , ппа а„са—:—|-о„——sh-
lb " lb lb 

Aqb^ 
n'Dn' 

n^K^ , пка , n^K^ ^ a„—;—ch +o„— -
lb 

^ . nna nna , nna \ 2 c h — - + — - s h — — =-0 , 
V lb lb lb 

где a„, 6„ с четными номерами равны нулю, т. е. и = 1,3,.... 
Решая данную систему относительно а„, 6„ и подставляя в 

(7), после простых преобразований окончательно получим 

4^6" V- 1 
к и „ п 

^ ^ ,пла . плх пка , пка , пкх пкх , пкх , пка^ 2 с п — С П — + — - s h ch sh ch 
1— 26 26 26 26 

1+ch пка 
БШ 

плу 

Наличие множителя —т- под знаком суммы обеспечивает 
п 

хорошую сходимость ряда и для практических расчетов доста
точно ограничиться первым членом. 
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20.5* Применение двойных и ординарных 
тригонометрических рядов к решению 
дифференциальных уравнений 
V. Использование двойных тригонометрических рядов. 
5.1. Найти решение уравнения изгиба прямоугольной пла

стинки 

Ъ'^т b*w b^w _д{х,у) 
Ъх'^ д^^Ъу'~ D ' ^̂^ 

удовлетворяющей граничным условиям 
л: = О, л: = а, ш = О, 
/̂ = 0, х = &, ш = 0, ^̂ ^ 

где W — перемещение по оси z, прогиб пластинки; q{x,y) — по
верхностная нагрузка, приложенная к верхней грани; D — ци
линдрическая жесткость. 

Решение. Уравнение (1) представляет дифференциальное 
уравнение в частных производных с постоянными коэффици
ентами. Граничные условия (2) показывают, что пластинка сво
бодно оперта по всем четырем кромкам. Интегрирование будем 
производить методом разделения переменных, используя для 
этих целей двойные тригонометрические ряды 

v-iv-" . гпкх . тлу 
^ ^bZi^mn Sin S^^—Г"' (3) 

т п ^ '^ 

где а^„ — неизвестные коэффициенты, подлежащие опреде
лению. 

Представляя нагрузку q{x,y) в виде ряда Фурье 

. ч х-'х-' . гпкх . тку ^(^ '^) = 2.2.^mnSin s i n — ^ , (4) 
т п ^ *̂  

И подставляя (3), (4) в уравнение (1), получим 
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IS а 
(тп Л ' ПК ^ 

J J 

*^ т п 

, ткх . 
sin sin 

а 

. ткх . тпу 
sin sm—— 

а b 
тку 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых значениях 
тригонометрических функций, получим 

а =• 
тп D ^ тк^ 

V « J ш 
Отсюда общее решение примет вид 

Ятп • ГПКХ 
W =ss-

D (тк\ 
I ^ J 

^ ПК ^ 

V '̂  У 

sm- sin 
тку 

а 

Для определения козффициентов разложения нагрузки 
q{x,y) в двойной тригонометрический ряд воспользуемся общим 
методом разложения функции в ряды Фурье 

4 г г . ч . ткх . тку , , ?„=—Jj9(^,^)sin ^m—^dxdy. 
о о 

2°. Применение ординарных тригонометрических рядов к 
решению уравнений. 

5.2. Найти решение уравнения изгиба пластинки (1), удов
летворяющее на опорах граничным условиям 

л: = 0, х = а, ш = 0 (5) 
b и жестко заделанной на кромках i/ = ±—. 

Решение. Расположим координатные оси как показано на 
рис. 20.1. 
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1 
b 
2 

b 
2 

— 

ТГ~ у ' 

а — 

X 

О 

Рис. 20.1 

Решение, удовлетворяющее граничным условиям (5), бу 
дем искать в виде ряда 

ткх 
^ = X/m(^)sm-

а 
(6) 

где fm{y) — неизвестные функции от у. Подставляя (6) в урав
нение (1), получим 

' тк ^ 

V ^ у 

' ттс ^ 
ГЫ-2— Ш Н — 4Ы а 

. ткх 1 . ч ^̂ ^ 
sin = —q{x,y).{l) 

а и 
Разложим нагрузку q(x,y) в ряд по синусам 

( \ v^ / \ • triKX 

а 
(8) 

2 f где q„{y) = -\q{x,y)sm dx. 

Подставляя (8) в (7), получим 

!:{у)-А тк 
а 

f:b)+ ' тк » 

V « / 
tM= D 

(9) 

Таким образом, задача свелась к решению линейного нео
днородного дифференциального уравнения. Решение соответ
ствующего однородного уравнения ищем в виде ^ {у) =Ае^^. 

Характеристическое уравнение примет вид 
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П^-2Г^ 
а , 

Т + 
\ 4 

^^1=0 . 
V ^ 

Отсюда корни кратные и попарно равны г\ - ± и оо-
а 

щее решение однородного уравнения примет вид 
тк тл тк лш 

-У , У У , У 
~ - а 

где а^, Ь^, с^, d^ —постоянные интегрирования находим из 

граничных условии на кромке пластинки у = ±—. 
Переходя к гиперболическим функциям, общий интеграл 

уравнения(9) будет 

. тк , , тк , тк , , тк у^ / \ 
= «.ch y + b^ych y-^c^sh y + d^ysh y + F^{y), 

a a a a 
где F^ (^y) —частное решение дифференциального уравнения (9). 

Рассмотрим случай, когда q = const 
2 г jfiK JC 4 ^ 

9m(7) = - k s i n dx = -^, (m = 1,3,5,...). (И) 
<2^ a тк 

Подставляя (11) в (9), находим частное решение 

Учитывая, что прогиб пластинки симметричен относитель
но оси Ох, в выражении (10) коэффициенты при нечетных фун
кциях следует положить равными нулю Ь^=с^= 0. Отсюда 

Uy) = a.cb!!^y^d.ysi.!!Ey^-^, (™ = U,5,...). (12) 

Так как кромки пластинки жестко заделаны, то на этих 
кромках выполняются условия 
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J т (*!)=•• 4*!)-" (13) 

Подставляя выражение (12) в граничные условия (13), по
лучим систему алгебраических уравнений для определения по
стоянных 

b 

\ 
тпЬ где и^ =-z—у откуда 
2а 

а^ = -F„ 1 + - w».sh и^ 

^т ^т 

и^ +—sh2w„ 
т г% п 

т 

а 

chw. 

и^ +—sh2w„ 
т 2 

Окончательное решение примет вид 
( . 4 ^ 

, тп , , тп 4аа 
а а D{mn) 

(m = l,3,5,...). 

тк 
sm X, 

а 

20.6. Применение операционного 
исчисления к решению линейных 
уравнений в частных производных 
Методы операционного исчисления эффективны при ре

шении линейных дифференциальных уравнений и систем. Как 
и в случае обыкновенных дифференциальных уравнений сна-
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чала следует найти операторное уравнение, решить его, а за
тем с помощью формулы обращения или таблиц перейти к ис
комому решению. 

Двойное преобразование Лапласа имеет вид 

F{p,q) = \\e-'^-'^f{x,y)dxdy, (1) 
о о 

где р = (Т + 1Ц, ^ = т + iV — комплексные параметры. 
Дифференцирование оригинала представляется в изобра

жениях следующим образом 
Ьи{х,у) 

Вх 
•^pu{p,q)-u{0,q). 

Ви{х,у) _ _ (2) 
—^ * Я" {р,я)-и (р,о), 

ду 
где "(О,^) и м(р,0) — изображения функции и{х,у) при 
х = 0, >' = 0, т.е. м(0,>')->й(0,^), и{х,0)-^й{р,0). 

Формулы для производных второго порядка имеют вид 
—-^г ^Р^^{р^ч)-ри{^,д) г̂ ^—, 

ду ду (3) 
д\(х,у) _, . _ . . _ . ч _ / . 

' ^ pqu {p,g)-qu {0,q)-pu {0,q) + u (0,0), 

Эм(0,^) дй(р,0) 
где — , —^-—^ —изображения производных функции 

дх ду 
и{х,у) х = 0, у = 0. 

Для применения операционного метода к решению диф
ференциальных уравнений в частных производных необходи
мо задание граничных условий 

u{0,y) = a{y)-^u{0,q), и{х,0) = Ь{х)-^й{р,0), 
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Эх 1_п Эх /с=0 

(Ъи\ ^, . дй{р,0) — =а(х)^—^^ -. 
/v=o 

причем в начале координат предполагаем, что а (О) = b (О). Пе
ременные х,у предполагаются действительными и положитель
ными 0<х<оо^ 0<j;<oo. 

Для обратного перехода от изображения к оригиналу 
пользуются формулой обращения двойного интеграла Лапласа 

а+1щ T+/ft>2 

(iKiY •'. •'. - - - — (4) 

При переходе от изображения к оригиналу иногда возни
кают математические трудности. В прикладных задачах часто 
требуется хотя бы приближенно определить значение искомой 
функции. Разложение изображения в асимптотический ряд 

"(;>) = - ^ + - V + - + — г ^ + ' ^ п ( ; ^ ) . (5) 

где к, (/?) < — ^ , А^— некоторая постоянная, дает удобный 
W способ получения асимптотических представлений функций. 

Рассмотрим решение дифференциальных уравнений в час
тных производных с постоянными коэффициентами и двумя не
зависимыми переменными. 

6.1. Проинтегрировать уравнение колебания струны 

оГ ох" 

при граничных w (О, /) = cos t, 

(диЛ 
ВИЯХ w(x,0) = cosx, 

V ^^ >=о 

. Эх . 
\̂  ^-^ Jx=0 

= 0 И начальных усло-

= 0. 
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Решение. Производные второго порядка согласно зависи
мостям (3) примут вид 

Эх' 
Э'м 

-^p^u{p,q)-pu{0,q), 

-^д^й{р,д)-дй{р,0). 

Переходя в граничных и начальных условиях к изображе
ниям, получим 

и(0,t) = cost —> и {0,q) = 
4̂1 

u[x,0) = cosx^u (р,0) = —^—. 

Таким образом, операторное уравнение примет вид 
г.-т/-̂  „^ РЯ _ ^ 2 - / ^ч РЯ q^u{p,q) r-^ = P^u{p,q)- 2 р'+\ ^ ' q'+\ 

откуда 

u{p,q) = РЯ 
2 2 

р -Я 

1 \ 

v^' + i р' + 1 
РЯ 

(,Ч1)(У+.)' 
Для обратного перехода от изображения к оригиналу сле

дует пользоваться формулой (4) или таблицами 

w(x,/) = cosxcos^ 

6.2. Найти решение уравнения теплопроводности 

ди 2 ^̂ w 

удовлетворяющее условиям W(0, / ) = WQ, и[х,0) = 0, 
(диЛ _^ 

"Т" "" ^̂ ' где UQ — постоянная температура на границе стер-
V ^^ Jx=Q 

жня, и стремящееся к нулю при х —> ©о. 

= a^-:^Y^ 0<х<оо, 0<^<оо, 
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Решение. По формулам (2),(3) запишем производные в 
изображениях 

^р u[p,q)-pu{0,q) — 
дх дх 

-^-^ди{р,дУи{р,0), 

Перейдем к изображениям в начальных и граничных усло
виях 

^dXj <х=0 дх 
Таким образом, операторное уравнение примет вид 

ди{р,д) = а-
f _ „ ^ 
p\{p,q)-p-^ 

или 
2.. Р 

а и, 
и{р,д) = Я _ "оР 

^2 „2 „ 
а р -q 

. - " о 

' ^ - ^ 

2q 
1 1 

-+-p-J^ рЛ 
а а 

Переходя к оригиналу по переменной/?, получим 

Wn 

2д 
е" +е "" 

Из физического смысла задачи, т. е. требования ограни
ченности решения м (д:,/) при л: -> «>, члены, нарушающие это 
условие, опускаем. Тогда решение примет вид 

й{х,д) = '^'-е~^\ 
2 д 
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Пользуясь табличной формулой, находим искомое решение 

. ( . , ^ ) = ^ 1-Ф 
/ ^ ЛЛ 

2a4t 
где Ф[х)^'-7=г\е ""^dx. 

)) 

6.3. Решить систему дифференциальных уравнений 

Ъи Э1̂  _ 
Ъу Ъх 
ди dv __ 
дх ду 

при граничных условиях и {0,у) = 0, «(х,0) = 0, v{0,y) = 0, 
v{x,0) = 0. 

Решение. Представим частные производные в изображениях 

-^^рй{р,д)-й{0,д), —-^дй{р,д)-й{р,0), 

-^-^pv{p,q)-v{0,g), j--^gv{p,g)-v{p,0). 

Поскольку граничные условия в изображениях равны нулю 
и{0,у)^и{0,д) = 0, и{х,0)^й{р,0) = 0, v{0,y)-^v{0,g) = 0, 
у (jc, 0) ^ у {р, 0) = О, то система примет вид 

gu{p,g)-pv{p,g) = 0, 

pu{p,g)-qv{p,g) = — . 
РЯ 

Решая ее относительно изображений, получим 

а 1 _ а 1 и{р,д) = др^+д^ 
_ а 
V = — рд^+р^ 

Переходя к оригиналу в первом выражении пор, а во вто
ром по д, будем иметь 
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и [x,q) = -j^mqx, v =—у sin/ту. 
Ч Р 

Раскладывая тригонометрические функции в асимптоти
ческие ряды (5) и ограничиваясь, для простоты, двумя членами 
разложения, находим 

и {x,q) = a 1, v{p,y) = a 4 6 

Таким образом, приближенное решение примет вид 

t / (x ,> ' ) = <2 
'х/ х'/ 

3! 5! + . , v{x,y) = a ̂ух' /х' 
3! 5! 

20Л. Метод Бубнова - Галёркина 
Точное решение дифференциальных уравнений в частных 

производных, удовлетворяющее тем или иным граничным усло
виям, как правило, отсутствует. Рассмотрим метод Бубнова-Га-
лёркина приближенного интегрирования дифференциальных 
уравнений и систем дифференциальных уравнений. Большим 
преимуществом метода является то, что он позволяет интегри
ровать уравнения с переменными коэффициентами и нелиней
ные дифференциальные уравнения. Приведем с начала решение 
линейного неоднородного дифференциального уравнения с по
стоянными коэффициентами. 

7.1. Найти решение дифференциального уравнения изгиба 
пластинки 

Я 
D 

удовлетворяющее условиям шарнирного опирания, т. е. 
W = О при X = ±а, 
W = О при у = ±Ь. 

(1) 
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Решение. Рассмотрим решение этого уравнения методом 
Бубнова - Галёркина. 

Приближенное решение, удовлетворяющее граничим ус
ловиям (2), запишем в виде 

. кх ку 
w= 7 COS—cos—^, 

la lb (3) 

где/— неизвестный коэффициент (стрела прогиба). 
Для того, чтобы функция W являлась решением уравнения 

(1), необходимо, чтобы уравнение тождественно удовлетворя
лось при подстановке в него решения (3), а это требование рав
носильно требованию ортогональности по всем функциям 

nXcos—cos—dxdy^Q, 
la lb 

(4) 

где X = /SAw-
D 

Подставляя w в функцию X, a функцию X в выражение (4) 
и интегрируя по площади пластинки S 

а b 

\ \ 
-а-Ь 

ylaj 
к 
'lb 

42Y 
2 TTJc iTiy q кх ку cos —cos -^—^cos—cos 

la lb D la lb 
dxdy = 0, 

находим зависимость между стрелой прогиба/и интенсивнос
тью нагрузки q 

\6qab 
/ = 

K^D т- ж 
'lb 

Ч 2 \ 

Таким образом, решение в первом приближении примет вид 

w = -
\6qab 

n^D la] yib 

кх лу 
•COS COS . 

2a 2b 
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7.2. Найти решение нелинейного дифференциального урав
нения 

8тр(АФ + ^(л:,;;)) = 1(Ф), (1) 

где Д = —--+—г- — оператор Лапласа; ^(Ф) —нелинейный 
Эх Эу 

оператор 

1{Ф)= + В{х,у) + 4 дхду 

2 \ 

(2) 

А{х,у), В(х,у) — некоторые функции, характеризующие урав
нение. 

Если под функцией напряжений Ф[х,у) понимать рас
пределение сил в сыпучей среде, а под р — угол внутренне
го трения сыпучей среды, то уравнение (1) называется 
дифференциальным уравнением предельного равновесия сыпу
чей среды в форме Малышева - Черненко, 

Решение. Воспользуемся методом Бубнова - Галёркина. 
Приближенное решение уравнения ищем в виде 

1=1 
(3) 

где с. — неопределенные коэффициенты, подлежащие опреде
лению, а (pi {х,у) — некоторая система заранее выбранньис фун
кций, удовлетворяющая всем граничным условиям и 
отражающая действительное распределение функции напряже
ний в сыпучей среде. 

Точность решения, полученного данным методом, зави
сит от того, насколько удачно выбраны функции ф, {^^у)- Для 
этого необходимо на основании экспериментальных исследо
ваний или на основании решений линейных уравнений пред-



иеТОПЫ ИНТЕГРИРОВАНИЯ УРАВНЕНИЙ 469 

ставлять характер распределения функции (Pi{x,y) в задан
ной области D. 

Для того чтобы функция Ф(л:,>^) являлась точным реше
нием уравнения (1), необходимо, чтобы уравнение тождествен
но удовлетворялось при подстановке в него решения (3), а это 
требование равносильно требованию ортогональности по всем 
функциям системы (р^ {х,у) (/ = 1,2,3,...). Отсюда находим сис
тему уравнений 

JJ[s inp(AO + ^(x,>^))-L(0)](p.(x,j;)d!xdfy = 

=и smp 
я 1 

Y^c,(p,{x,y) и-А{х,у) 
i=\ 

(4) 

-L 
п 

/=1 /J 

(p,{x,y)dxdy, 

которая служит для определения неопределенных коэффициен
тов с.. 

Поскольку в систему (4) входит только п постоянных с. 
(/ = 1,2,...), т. е. удовлетворяется только п условий ортогональ
ности, то, определяя их из этой системы и подставляя в (3), на
ходим приближенное решение. 

Рассмотрим решение уравнения (1) для конической облас
ти D (рис. 20.2), где при х = 0 функция Ф{х,у)=0, а 
^{^уУ) = В[х,у) = ху, у — объемная масса сыпучей среды. Ре
шение дифференциального уравнения предельного равновесия, 
для простоты, ищем при и = 1 в виде 

ж 3 ^У 
а (5) 

Подставляя (5) в уравнение (4) и интегрируя по области D 
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l \ [^ 4 s i n p ( c , ( 6 x C 0 S —-JC^(—VCOS—) + JCУ)-
Jo Jo '̂ ^ '̂  n n n 

- ((Ci (6x COS ̂ ^^+x^ {—f COS ̂ ^^) + xyf + 
(2 

2 к . 7Гз;ч2 
a a 

ку + 4 ( q 3 x ' - s i n - ^ r ) ' y c o s - ^ t / j c J ; ; = 0, 
a 

приходим к выражению для определения неопределенного ко
эффициента 

7(1-sin р) 
^ 1 = -

6(1 - sin р) + — (1 + sin р ) (—) ' 
28 а 

Рис. 20.2. 

Здесь при вычислении интеграла от нелинейной части, с 
целью упрощения, подынтегральная функция по у была разло
жена в ряд и мы ограничились только первым членом ряда. Та
ким образом, окончательно решение уравнения (1) примет вид 

7(l-sinp)jc^cos 
Ф = 

ку 
а 

6(1 - sin р) + — (1 + sin p){—f 
28 а 

7.3. Найти решение дифференциального уравнения изгиба 
пластинки 
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D 
удовлетворяющее условиям защемления на опорах 

w = 0, т—= 0 при х=0, х=а. 
ох 

(1) 

(2) 

Решение. Поскольку при У = ^-г края пластинки свобод
ны, то решение, удовлетворяющее граничным условиям (2), бу
дем искать в виде ряда, ограничиваясь двумя членами 

w ^ / s i n ^ — + / 2 sin — ^ -̂  
а 

-sin 
а b (3) 

TjxQf^, /2 — неопределенные коэффициенты 
Используя метод Бубнова - Галёркина 

foh ^(1 - cos ̂ ^^^dxdy = О, 

гл^ 
2л:л\ 

OS 

sin^ — (1 - cos ̂ ^^^^dxdy = О, 27гу^ 
b 

где 

^ = 3-T + 2 j ^ ^ + 3 -^- f - = 4 y ; + / 2 S i n ' - r ) 8 ( - r c o s + 
dx djc dy oy D b a a 

_. /-0/^42/^42 2л:х 2л:_у о/^ч4 - о L • 2 ^^ 9 +/2 8(—) (—) cos cos —— - 8(—) sin Inyb sm —, 
a b a b b a D 

приходим к системе двух уравнений относительно / р /2: 

а I 

2 ^ '' 1 
к 

^к \ (к 

_4_ 
ID' 

Ч 
ID' 
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Вычитая из второго слагаемого первое, будем иметь 

к ^ U ^ 
а а 

\ 2 

О, 

Поскольку выражение в квадратных скобках величина су-
а 

и решение губо положительная, то /2 = О. Отсюда ^ = - ^ 

примет вид 
yJtj 

w = -4D 
U^ 
v ^ / 

sin 
KX 

a 
T. e пластинка при данных граничных условиях (2) изгибается 
по цилиндрической поверхности. 

7.4. Найти решение системы уравнений Фёпля - Кармана 

ДДа; = — (/zL (ш,Ф)н-^) 

ААФ = £'1(ш,Г(у), 

J( cbW^^^^^^ Э̂1(У Э^Ф _ Э'пу Э^Ф 
дх^ ду^ ду^ дх^ дхдудхду' 

(1) 

(2) 

L(w,w) = ^ д W ^ 
дхду дх' ду' 

W — прогиб пластинки, свободно опертой на жесткий контур, 
ш = О при X = ±а, у = ±Ь, Ф — функция напряжений, Е — мо
дуль Юнга, h — толщина пластинки. 

Решение. Ограничиваясь первым членом ряда, решение 
ищем в виде 

р пх ку 
Ш = /С08 C O S - ^ , 

2а 26 
где / — неизвестный коэффициент. 

(4) 
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Решение (4) удовлетворяет граничным условиям (3). Под
ставляя его в правую часть уравнения (2), получим 

ЛЛФ = —^— 
\6а'Ь 

sm — s m -^^-cos —cos 21.2 la lb la lb 

KX KU 
COS H-COS-^ 

a b Ъ1а'Ь^ î  
Решение этого уравнения можно записать следуюицим об

разом: 

Ef ^ 
ф = — 

Ъ1а'Ь 
a'^cos—4-6'^cos— +£(Лx^^-i5i/^), (5) 

где А и В — неизвестные постоянные, которые находятся из 
известных усилий на границе области и равны 

._ ^Г fi , у \ д , ^Г ' 1 V 
-+ 

а' ' b' 

V — коэффициент Пуассона. 
Для решения уравнения (1) воспользуемся методом Буб-

нова-Галёркина 

JjXcos—cos—dxd у, 
la lb (6) 

где X = ^w (<7+/г1(ау,Ф)). 

Подставляя (4) и (5) в уравнение (6) и интегрируя по обла
сти D, имеем 

II Р/УГ 1 , 1 ] , f/V^ 
II 16 (а'"^6'J "̂  128(1-v' 
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2 71Х 2^У i J Ef'^n'^h'r^rf I пи 1 жх 
•cos —COS -^axau+—^ —г cos-̂ +̂--г cos— 

2a 2b 128 {{[a'' b b' a 

• cos^ — dxdy - J J ^/ cos—cos—dxdy = 0 

cos 
2Щ_ 

2a 

2b 0 0 2a 2b 

или 

Ehf 
256(l-v') 

4v 
a 0 

+(3-v^) 1 1 

a 
4 + ^ , 4 \^H H J 'H 

1 1 

a ' b' 
\6q 
ж' 

= 0. 

Таким образом, задача свелась к решению уравнения тре
тьего порядка относительно / . 

20«8. Метод последовательных приближений 

Рассмотрим метод последовательных приближений на при
мере решения дифференциального уравнения предельного рав
новесия сыпучей среды Малышева - Черненко 

зтр{АФ + А(х,у)) = 1{Ф), (1) 

где д — оператор Лапласа; Ь{Ф) — нелинейный оператор 

ДФ) = 
/:^2 а-Ф э-Ф 

дх' ду' 

V 
+ В(х,у) 

( :^2 
+ 4 Э̂ Ф 

дхду 

\ 2 \ 

(2) 

А (х, у), В (х, у) — свободные члены, характеризующие распре
деление поля массовых сил в сыпучей среде. 

Решение. Уравнение (1) является нелинейным дифферен
циальным уравнением в частных производных. Суть примене
ния метода последовательных приближений сводится к 
решению соответствующего линейного уравнения 

АФ,+Л(х,г/) = 0, (3) 
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решения которого мы ищем методом прямых в виде 

Ф,=0,(р(х)х1/{у1 (4) 

где <р(х), y/iy) — некоторые непрерывные функции координат, 
характеризующие изменение функции напряжений в сыпучем 
теле и удовлетворяющие граничным условиям задачи. 

Степень точности полученного таким образом решения за
висит от того, насколько удачно выбрано исходное выражение 
(4) для функции напряжений. 

Учитывая, что нижележащие слои сыпучего тела не влия
ют на распределение напряжений в верхней части сыпучего тела, 
а также возможную симметрию при выборе координатных осей, 
постоянная интегрирования Д может быть найдена подстанов
кой выражения (4) в уравнение (3) при у = 0, х = h 

' (р\кЫ0)-^срф)х1г\0У 
Здесь Л(/1,0), cp{h\ \if{Q) получаются из А{х,у\ (р{х\ у/(у) 

простой заменой индексов; h — расстояние от рассматривае
мой точки до свободной поверхности сыпучего тела. 

Второе приближение, учитывающее нелинейность задачи, 
находим из уравнения 

8тр(АФ2+Л(х,г/)) = 1(Ф^), (5) 

в виде 

Ф,=0,(р(х)у/(у), (6) 

Подставляя (6) и (4) соответственно, в левую и правую ча
сти уравнения (5), находим при x = h, у = 0 постоянную ин
тегрирования 

1 
j^ smp_ 

-1(ФД/1,0))-Л(/г,0) 

(p'\h)y/(0) + (p{h)y/'XO) 
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С целью уточнения решения уравнения (1) процесс после
довательных приближений решения 

где 

п (p'\h)y/(0)+(p(h)iif"(0) 
может быть продолжен дальше (п = 1,2,3, ...)• 

Первые приближения обычно не дают существенных по
правок к решениям, выполнение же последующих приближе
ний затруднено из-за громоздкости выкладок. Применение 
вычислительных машин должно обеспечить получение доста
точно точных результатов. 
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