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Колебания и волны.

§ 1.  Кинематические характеристики колебательного движения.

Если в движении механической точки наблюдается повторяемость движения во времени, то это движение можно назвать колебательным. 

Характеристики колебания такие же что и при движении материальной точки:

x — смещение
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— скорость

a — ускорение

Колебания различают:

1. по виду функции описываемой колебательный процесс:

—гармонические;

—периодические;

—негармонические;

2. по характеру внешней силы действующей на систему:

—свободные (собственные);

—вынужденные.

Гармонические — значение некоторой физической величины описывается простой гармонической функцией вида:
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рис.

Периодические — значение некоторой физической величины повторяются через некоторый период. Описываются функцией вида:
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рис.

Негармонические — колебания не имеющие периодичности.

рис. 

Свободные — колебания возникают в результате первоначального смещения от положения равновесия и совершаются без внешнего воздействия.

Вынужденные — колебания возникают в результате постоянного воздействия переменной во времени силы.

Рассмотрим случай когда сила действующая на тело пропорциональна его смещению относительно точки равновесия и направлена в эту точку, например сила упругости пружины:
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Уравнение является дифференциальным .

В качестве предположительного решения выберем функцию вида:
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х0 – амплитуда колебания .

Проверим правильность предположения. Найдем производные и сделаем подстановку:
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Подставим данные выражения в наши уравнения.
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отсюда следует, что 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image11.wmf]
Следовательно, наше предположение оказалось верным и выражение 
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 является решением нашего.

Наше исходное уравнение можно переписать в виде:
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§ 2.  Свободные гармонические колебания.

Гармоническим осциллятором называется материальная точка, колеблющаяся по гармоническому закону.

Модель гармонического осциллятора:

ma=Fупр.
Fупр.=-kx
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 - уравнение гармонического осциллятора.

Решение данного уравнения:

x(t)=Qcos((0t+()
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 - собственная частота свободных гармонических колебаний.
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 - период свободных гармонических колебаний.

§ 3.  Свободные затухающие колебания. Время релаксации. Логарифмический декремент.
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Промежуток времени, в течение, которого амплитуда изменяется в e раз называется временем релаксации.

 Отношение двух последовательных амплитудных колебаний называется дискриминантом затухания.

а1/a2 - Декрементт затухания.
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 - Логарифмический декремент затухания

Логарифмический декремент затухания (=(T характеризует изменение амплитуды за период.

Рассмотрим другой случай. Уменьшение амплитуды в е раз произошло через n периодов, тогда:
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логарифмический декремент — величина обратная числу периодов в течение которых амплитуда уменьшается в е раз.

Если (=0.01 то амплитуда уменьшится в е раз через 100 колебаний. Если же (=0.1 то через 10 колебаний.

Т.е. если в первом случае можно рассматривать колебания как гармонические, то во втором нет.

Рассмотрим случай большого трения ((>>(0).

При увеличении трения период увеличивается. При большом трении движение вообще перестает быть колебательным. Это наступает при условии
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При увеличении трения (>(0, полагая что 
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 вещественная величина, получим формулу x=a0e-(((()t
Причем очевидно, что это простая экспоненциальная физическая величина.

Решением уравнения:


[image: image26.wmf]2

2

0

2

0

2

2

2

0

0

0

2

0

0

2

d

w

w

d

d

w

w

d

d

d

-

=

-

-

=

W

¢

=

¢

=

=

+

+

W

-

-

W

-

i

где

e

e

a

x

e

e

a

x

x

x

x

t

i

t

t

i

t

&

&

&


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График движения при очень большом трении без толчка (>(0
Апериодический процесс.

§ 4.  Вынужденные колебания. Резонанс. Добротность. АЧХ.

Наряду с трением на линейный осциллятор может действовать внешняя сила. Характер движения линейного осциллятора изменяется в зависимости особенностей действующей силы.

Наиболее интересным является случай гармонической внешней силы

F=F0coswt
Тогда рассмотрим модель:

Тогда уравнение колебаний запишем в виде: 
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[image: image29.wmf]
Уравнение вынужденных колебаний.

Если предположить, что внешняя сила начала действовать на гармонический осциллятор в некоторый момент времени, то в течение какого то времени движение будет зависеть от начальных условий, то через определенный промежуток времени устанавливаются колебания зависящие от внешней силы и характеристики системы. Процесс установления колебания называется переходным, а время переходного процесса равно: 
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В случае установившегося колебания можно считать, что сила 
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 начала действовать давно, тогда можем переписать наше уравнение в виде:
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И его решение является действительная часть уравнения. 
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Здесь А не является действительной частью.

Подставив X в уравнение, получим
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Это уравнение должно быть равным для всех t ( (=( (

[image: image35.wmf](

)

22

00

2

22

2222

0

0

F1F2i

A

m2im

4

wwdw

wwdw

wwdw

æö

÷

ç

æö

--

÷

ç

÷

ç

÷

==

ç

÷

ç

÷

ç

÷

ç

÷

èø

-+

ç

÷

-+

÷

ç

èø


Действительная часть от a равна


[image: image36.wmf]
Решение уравнения движения примет вид:
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Решением уравнения зависит от свойств силы и самого осциллятора

Амплитудно-частотные характеристики.

Кривая, описывающая зависимость амплитуды от частоты внешней силы.

Случай 1
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Физический смысл:

При очень малой частоте внешней силы она действует на систему как постоянная статическая сила.

Случай 2
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Физический смысл:

Внешняя сила действует как будто других сил нет (упругости, трения).

Случай 3
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Физический смысл:

Ускорение создается силой упругости, а внешняя сила и сила трения взаимно компенсируют друг друга.

Максимального значения амплитуда достигает при частоте внешней силы, близкой к ее собственной частоте осциллятора.

Колебания при такой частоте называются резонансными, а результирующая частота равна
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Добротность.

Важной характеристикой свойств осциллятора является рост амплитуды его колебания в резонансе в сравнении со статическим ее значением.

Исходя из формул 
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 — амплитуда свободного осциллятора;
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По определению


[image: image48.wmf]0

рез

0

0

стат

A

2

Q

A22T

wpp

ddq

====


Отсюда видно что чем меньше затухание, тем энергичнее он раскачивается в резонансе.

Важной характеристикой резонансных свойств является не только увеличение амплитуды в резонансе, но и интенсивность этого увеличения. Это свойство характеризуется понятием широты резонансной кривой.

Эта величина определяется относительно квадрата амплитуды. Это связанно с тем, что энергия определяется не смещением, а его квадратом.
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Вблизи резонанса можно считать, с учётом того, что 
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, получим
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Поскольку в резонансе 
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то условие уменьшения амплитуды в два раза:
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Отсюда следует, что:
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, где Q ( добротность

Ширина равна удвоенному декременту затухания. Чем меньше затухания, тем острее кривая.
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§ 5.   Сложение гармонических колебаний.

Сложение сонаправленных колебаний

Рассмотрим систему, в которой происходит колебания с двумя частотами колебания. Тогда наше уравнение движения примет вид: 
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Рассмотрим наше движение в виде векторной диаграммы.
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Представляя гармонические колебания в комплексной форме:
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Математическая справка.

Разложим наши функции в ряды Тейлора:
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Подстановкой мы получим соотношение:
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Тогда реальная часть будет описывать реальное поведение системы, а мнимая будет как вспомогательная часть упрощающая расчеты.

Рассмотрим наиболее простой случай, когда: (1=(2, тогда из произведения векторов получим:
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Рассмотрим условия с max и min:

А=Аmax, если cos((2-(1)=1

или (2-(1=0

А=Аmin, если cos((2-(1)=-1

(2-(1=(
Рассмотрим колебания с очень близкими частотами, и равными амплитудами:
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Тогда 
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Математическая справка:
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следовательно:
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Амплитуда колебаний изменяется во времени с частотой |(2-(1|. Соответственно период будет равен:


[image: image84.wmf]21

2

T

p

=

w-w


Колебания при которых амплитуда зависит от времени называются биениями.

Сложение взаимно перпендикулярных колебаний.

При колебательном движении в двух взаимно перпендикулярных плоскостях (направлениях) результирующее колебание представляется в виде сложной траектории.

Рассмотрим колебания, происходящие вдоль осей x и y. 
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А)Если (=m(, m=0,1,2… тогда получим лишь линейное колебание.
Б) Если Q1=Q2, a (=(2m+1)(/2 то траектория окружность ,если a1< > a2 -эллипс.

В)Если (< >(2m+1)(/2 то получаем фигуры Лиссажу.
§ 6.  Волны в упругой среде

Волны – это процесс передачи колебания от одних участков упругой среды к другим. 

Продольные волны – это волны, в которых частицы колеблются в направлении распространения.

Поперечные волны – волны, колебания частиц которых происходит поперёк распространения волн.

Волновой фронт – геометрическое место точек, до которого и некоторому моменту времени t распространилось колебание.

Волновая поверхность – геометрическое место точек, колеблющихся в одинаковой фазе. 

Длины волны ( - распространение, на которое перемещается волновая поверхность за период колебания Т.

Пусть точка М сплошной среды колеблется по гармоническому закону 
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На расстоянии х от этой точки находится точка v.

Колебания точки М возбуждённо-волновые колебания сплошной среды, следовательно, через некоторый промежуток времени точка v тоже начнёт колебаться по гармоническому закону.

Пусть скорость распространения волновой поверхности V, тогда время запаздывания:
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и закон колебания точки v:
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k-( волновое число: ( определяет число волн вмещающихся на отрезке 2(.
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В случае однородной и изотропной среды скорость каждой точки волновой поверхности направлена по нормали и поверхности и численно равно скорости волны аназываемой фaзовой скоростью.
§ 7.  Фазовая скорость. Групповая скорость. Волновой пакет

Зафиксируем фазу: 
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[image: image94.wmf]k
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 ( фазовая скорость:

Если складываются волны, мало отличающиеся по частоте, то их сумма называется группой волн или волновым пакетом.

Рассмотрим простейший волновой пакет из двух волн:
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Полученная волна не гармоническая. За скорость её распространения принимается скорость перемещения максимума её амплитуды. Такая скорость называется групповой скоростью.

Определим групповую скорость. Для этого зафиксируем фазу амплитуды.
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Продифференцируем это выражение
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По определению 
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k

p

l

=

(  продифференцируем это выражение
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Групповая скоростьзависит от фазовой длины волны, причём если фазовая скорость больше групповой , то наблюдается так называемая нормальная дисперсия (разложение пакета волн на составляющие).
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Если фазовая скорость меньше групповой, то наблюдается аномальная дисперсия.
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При нормальной дисперсии:
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§ 8.  Волновое уравнение

Рассмотрим гармоническую волну:
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Возьмём первую производную
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Возьмём вторую производную
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Возьмём производные по х 
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Отсюда  выводим:
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[image: image115.wmf]2222

22222

dd1d

dtkdxvdx

yyy

w

==

- одномерный случай волнового уравнения


[image: image116.wmf]0

tkx

()

yy

=w-

- его решение

Если волна распространяется в трёхмерном пространстве, то уравнение имеет вид:
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- оператор Лапласа 
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