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Колебания и волны.

Глава 1. Колебания.

§ 1.1. Свободные гармонические колебания. Уравнение и начальные условия.

Число независимых переменных необходимых для описания механической системы называется числом степенней свободы. Рассмотрим систему с одной степенью свободы, при описании которых будем использовать одну переменную. Это может быть либо координата, либо заряд, либо угол, и т.п.. 

В целом ряде задач эта переменная удовлетворяет уравнению вида:


[image: image379.png]



В качестве примера такой системы рассмотрим пружинный маятник без трения:
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изменение её (пружины)  длины;
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Заменим соотношением: 
[image: image6.wmf].
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Уравнение, изложенное выше называется линейным, дифференцируемым уравнением второго порядка.
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Будем искать переменную 
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 в виде: 
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Последнее выражение есть уравнение гармонических колебаний.
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 уравнение гармонических колебаний.

Система, которая описывает уравнение гармонических колебаний, называется гармоническим осциллятором.
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 амплитуда колебаний;
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 циклическая частота;


СИ: 
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фаза колебаний;
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начальная фаза.

T – время, в течение которого фаза колебаний меняется на
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[image: image22.wmf].
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Также есть ещё одна величина, характеризующая колебания, – частота колебаний:
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Если 
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 значит при 
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 система находится в положении равновесия, а величина 
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 называется смещением от положения равновесия.

Полученное решение содержит две производные постоянных величин A и 
[image: image29.wmf].
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 Уравнение гармонических колебаний определяет лишь частоту колебаний. В рассмотренном примере для пружинного маятника 
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 Для определения амплитуды и начальной фазы необходимо дополнительное условие. Обычно используется начальное условие задачи:
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Отсюда получим 
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Амплитуда будет равна 
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§ 1.2. Затухающие колебания.

Рассмотрим  систему, в которую есть сила трения, пропорциональная скорости. 
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коэффициент трения.
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Надо учесть что 
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Решение затухающих колебаний:
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Рассмотрим уравнение, в котором x комплексная величина. Очевидно, что реальная часть комплексного уравнения является уравнением затухающих колебаний. Поэтому реальная часть решения комплексного уравнения будет решение уравнением затухающих колебаний.
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[image: image46.wmf]-
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 амплитуда затухающих колебаний
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 частота затухающих колебаний
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 фаза колебаний.

Периодом колебаний называется время, в течение которого фаза колебаний меняется на 
[image: image49.wmf].
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Время, в течение которого амплитуда колебаний уменьшиться в e раз, называется временем релаксации.
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Логарифмическое отношение двух амплитуд разделенной одним периодом называется логарифмическим декрементом затухания.
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 называется декрементом затухания.

Заметим, что полученное решение будет справедливо, если 
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 - действительная величина, а это возможно, если 
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 в этом случае говорят, что система находиться в «периодическом режиме». 

Если 
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 действительная величина.
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В этом случае никаких колебаний в системе не происходит, она просто стремится к положению равновесия, в зависимости от того, какие были начальные условия, в этом случае говорят, что в системе наблюдается «апериодический режим».

Если 
[image: image62.wmf],
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 то решение называется «критическим режимом». Величину 
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 часто называют либо коэффициентом затухания, либо декрементом затухания.

§ 1.3. Энергия свободных колебаний.

Колебания рассмотренный в § 1.1 и § 1.2 принято называть свободными, так как они происходят в системах без воздействия внешних сил. Внешнее влияние происходит лишь в начальный момент времени, когда система выходит из состояния равновесия.

Рассмотрим полную энергию гармонических колебаний на примере пружинного маятника, координаты которого 
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Полная энергия 
[image: image65.wmf],
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Учтём, что 
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Полная энергия гармонических колебаний постоянна и пропорциональна квадрату амплитуду. 

Рассмотрим полную энергию затухающих колебаний пружинного маятника координата которого меняется по закону 
[image: image71.wmf](

)

.

cos

0

j

g

+

W

-

=

t

t

e

A

x

 При этом будем считать, что затухание слабое, то есть 
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 учтём что затухание слабое, поэтому можно считать, что первый сомножитель 
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 практически не меняется за время, в течение которого второй сомножитель меняется очень сильно, то есть за время одного периода колебания. Тогда при вычислении производной можно считать 
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Знаем, что 
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То есть энергия затухающих колебаний будет уменьшаться, точно так же как квадрат амплитуды.

Добротность осциллятора называется:

Q = 2П (энергия, запасенная осциллятором/ энергия, теряемая за период).

Энергия, которую теряет осциллятор, будет:
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, и за период осциллятор потеряет энергию равную 
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Зная  добротность можно оценить, сколько колебаний со временем система выделит с помощью 
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§ 1.4. Вынужденные колебания. Анализ решения. Резонансные характеристики.

Рассмотрим систему, на которую действует внешняя сила 
[image: image83.wmf],
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 если это пружинный маятник, то уравнение движения будет иметь вид:
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Рассмотрим самый важный случай, когда внешняя сила периодична. Тогда уравнение примет вид:
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Для того чтобы найти решение этого уравнения, рассмотрим комплексное уравнение реальная часть которого совпадает с нашим уравнением.
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Таким образом, найденное решение уравнения вынужденных колебаний представляет собой гармонические колебания, амплитуда которых полностью определяется параметрами осциллятора и частотой 
[image: image94.wmf]W

 вынужденной силы. То же самое касается и начальной фазы колебаний. Уравнение, здесь полученное, не зависит от начальных условий, а поэтому не является общим и единственным. Это частное решение уравнения вынужденных колебаний. Амплитуда колебаний зависит от параметров системы и частоты 
[image: image95.wmf]w

 вынужденной силы. Зависимость амплитуды от «омега» называется амплитудно-частотной  характеристикой системы (АЧХ).

ωR, при которой амплитуда максимальная, называется резонансной частотой. Если  ω = ωR, говорят, что в системе наблюдается резонанс амплитуд. Для нахождения резонансной частоты надо приравнять к нулю
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Легко заметить, что достаточно прировнять к нулю производного подкоренного выражения
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 при увеличения декремента затухания 
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 зависит от внешней силы.

Зависимость базового сдвига 
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 от частоты 
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 называется фазово-частотной характеристикой (ФЧХ).

Рассмотрим скорость вынужденных колебаний:
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Последнее выражение называется амплитудой скорости.

Полученная зависимость называется резонансом скоростей. Для определения частоты, при  которой 
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Полученное решение уравнения вынужденных колебаний представляет собой гармоническое колебание. В §1.3 говорилось, что полная энергия гармонических колебаний сохраняется, если сумма мощностей всех не потенциальных сил будет равна нулю. В нашей системе таких сил будет две: это сила трения и внешняя сила. Как известно мощность силы будет 
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 Мощность силы трения будет
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 Пусть N – мощность внешней силы, отсюда
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Очевидно, что среднее значение мощности вынужденной силы будет:
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Так как средняя мощность частоты пропорциональна квадрату амплитуды скорости, то резонанс мощности будет происходить при той же частоте, что и резонанс скорости, то есть при собственной частоте.

Осциллятор, в котором происходят вынужденные колебания, принято характеризовать полушириной ∆ω резонансной кривой, которая определяется на уровне половины максимальной мощности.

Рассмотрим системы со слабым затуханием ∆ω << ω0, так как с уменьшением затухания ширина кривой уменьшается.

Nm = γF2/4mγ2

Nm/2 = γF2/8mγ2 = F2/8mγ
8γ2ω0 = 4ω02∆ω2 + 4γ2ω02

∆ω = γ
§ 1.5. Вынужденные колебания. Переходный процесс.

Решение уравнения вынужденных колебаний, полученное в предыдущем параграфе, не зависит от начальных условий и поэтому не является единственным и общим. Это частое решение уравнения d2x/dt2 + 2γ(dx/dt) + ω02x = (F0/m) cosωt.
Для того чтобы найти общее решение, заметим, что сумма решений нашего уравнения    x1 = Acosωt  и уравнения затухающих колебаний x2 = A0e-γtcos(Ωt + φ0) будет являться решение уравнения вынужденных колебаний. Для того чтобы в этом убедиться, подставим такое решение в уравнение x = x1 + x2

d2(x1+x2)/dt2 + 2γ(d(x1+x2)/dt) + ω02(x1+x2) = (F0/m) cosωt
(F0/m) cosωt = (F0/m) cosωt

То есть x1 + x2 – решение уравнения вынужденных колебаний. Мы учли, что уравнение затухающих колебаний имеет вид d2x/dt2 + 2γ(dx/dt) + ω02x = 0.
x = Acos(ωt + φ) + A0e-γtcos(Ωt + φ0)

В этом решении A, ω, φ, γ, Ω определяются параметрами системы, а величины A0 и φ0 – произвольные и определяются из начальных условий, поэтому полученное решение является общим и единственным при заданных начальных условиях.

Рассмотрим частный случай нулевых начальных условий.

x0 = x(0) = 0;    V0 = 0

Подставим эти начальные условия в решение: 0 = Acosφ + A0cosφ0
Будем считать, как в § 1.3, что затухания слабые: γ << Ω. Тогда:

dx/dt = -Aωsin(ωt + φ) - ΩA0e-γtsin(Ωt + φ0)                                   t = 0

0 = -Aωsinφ - ΩA0sinφ0
Получим систему уравнений


-Aωsinφ/Ω = A0sinφ0

-Acosφ = A0cosφ0

tgφ0 = (ω/Ω) tgφ
A02 = A2[(ω/Ω) 2sin2φ + cos2φ]

A0 = ±A[(ω/Ω) 2sin2φ + cos2φ] ½

Таким образом, мы нашли две произвольных величины A0  и  φ0, которые удовлетворяют нулевым начальным условиям. Рассмотрим случай, когда ω = Ω при нулевых начальных условиях:

tgφ0 = tgφ;    φ0 = φ;    A0 = ±A  

x = Acos(ωt + φ) ± A0e-γtcos(ωt + φ) = A(1± e-γt) cos(ωt + φ)

Так как x(0) = 0, то знак + не подходит. Тогда x = A(1 - e-γt) cos(ωt + φ)

Таким образом, полученное решение состоит из двух частей. При этом вторая часть решения с течением времени уменьшается и через время релаксации практически исчезает, и, начиная с этого времени, в системе будут наблюдаться колебания, формула для которых была выведена в  § 1.4.

При этом говорят, что в системе наблюдается установившийся, или стационарный процесс. Поэтому частное решение из § 1.4 часто называют стационарным решением. Это решения от начальных условий не зависит. Если t < τ, то существуют обе части решения, и в системе наблюдается переходный процесс. Форма этого процесса определяется начальными условиями. Рассмотрим случай, когда в системе нет затуханий при нулевых начальных условиях γ = 0. Тогда: 

tgφ = 0;   tgφ0 = (ω/Ω) tgφ = 0;   φ0 = 0 

A0 = ±A[(ω/Ω) 2sin2φ + cos2φ] ½ = ±A

A0 =  ±Acosωt  ± A0cosΩt 

Так как x(0) = 0, то x = A[cosωt – cosΩt] = - 2A sin [(ω - Ω)t/2] sin [(ω + Ω)t/2]

Таким образом, при отсутствии затухания в системе никогда не будет наблюдаться установившееся решение. Все время происходит переходный процесс. Колебания такого вида называются биениями.

§ 1.6. Сложение гармонических колебаний двух частот

В системе с одной степенью свободы могут существовать колебания только с одной частотой. Для того чтобы в системе могли наблюдаться колебания с различной частотой, нужно много степеней свободы. Если осциллятор с двумя степенями свободы, то в нем могут наблюдаться колебания с двумя частотами. В качестве примера системы с двумя степенями свободы рассмотрим два пружинных маятника.

Пусть в положении равновесия все пружины недеформированные. Координаты каждого из грузиков будем определять по отношению к его положению равновесия. Тогда уравнения грузиков будут:

m1(d2x1/dt2) = -k1 x1 – k2 (x1 – x2)

m2(d2x2/dt2) = -k3 x2 – k2 (x2 – x1)

Эту систему можно переписать в виде:

d2x1/dt2 = -a11x1 – a12x2                                          a11 = (k1 + k2)/m1 и так далее.

d2x2/dt2 = -a21x1 – a22x2

 Решение этой системы будем искать в виде:

x1 = A1cos(ωt + φ)

x2 = A2cos(ωt + φ)

Подставим в уравнение:

-ω2 x1 = -a11x1 – a12x2                                          
-ω2 x2 = -a21x1 – a22x2                                          

(a11 - ω2) x1 + a12x2 = 0

(a22 - ω2) x2 + a21x1 = 0

Как известно, система линейных однородных уравнений имеет нетривиальное решение, если ее определитель равен нулю.

(a11 - ω2)(a22 - ω2) -a21 a21 = 0

Это условие приводит к биквадратному уравнению для ω, из четырех корней которого выбираем два положительных: ω1  и ω2. Тогда решение будет иметь вид:

x1 = A1cos(ω1t + φ1) + A1cos(ω2t + φ1) = 2 A1cos[(ω1 – ω2)t/2] cos[((ω1 + ω2)t/2) + φ1]

В результате сложения двух колебаний мы получаем биение. Из математики известно, что систему однородных уравнений:

(a11 - ω2) x1 + a12x2 = 0

(a22 - ω2) x2 + a21x1 = 0

- заменой переменных x1 = ξ1, x2 = ξ2  можно привести к виду:

d2 ξ1/dt2 = ω01 ξ1
d2 ξ2/dt2 = ω02 ξ2

То есть система двух однородных уравнений распадается на два независимых. ξ1 и ξ2 – нормальные координаты системы. Такие координаты существуют всегда, но не каждый раз их легко определить. В нормальных координатах решение будет иметь вид

ξ1 = A01cos(ω01t + φ01)

ξ2 = A02cos(ω02t + φ02)

То есть каждая нормальная координата будет изменяться по гармоническому закону с одной своей собственной частотой, и никаких сложений не происходит. Таким образом, сложение гармонических колебаний будет происходить в системе с несколькими степенями свободы при условии, что эта система описывается ненормальными координатами.

§ 1.7. Физические основы анализа Фурье.

Рассмотрим систему, которая обладает n степенями свободы. Тогда одна из ненормальных координат системы будет представлять собой сумму гармонических колебаний различных частот. Для простоты выберем начало отсчета таким образом, чтобы начальные фазы всех складываемых колебаний равнялись нулю. Тогда результирующее колебание будет: 

x = Acosω1t + Acosω2t + … + AcosωNt
Рассмотрим простейший случай, когда интервалы между соседними частотами одинаковы:

ω2 – ω1 = ω3 - ω2 =…= δω

∆ω = ωN – ω1 = δω(N-1)

Вычислим эту сумму:

x = Re [Aeiω1t + Aeiω2t + … + AeiωNt] = A[sin(Ntδω/2)/ sin(tδω/2)] Re[eit(ω1 + ∆ω/2)] =          A [sin(Ntδω/2)/ sin(tδω/2)] cos ωst
ωs = ω1 + ∆ω/2 = (ω1 +  ωN)/2       -  средняя частота.

При сложении большого числа колебаний с различными частотами мы получили колебания с некоторой средней частотой ωs, амплитуда которого A(t) = A зависит от времени. В этой зависимости амплитуды особой точкой будет t = 0. Для вычисления амплитуды в этой точке воспользуемся правилом Лопиталя:

A(0) = AN

A(t) = A(0) [sin(Ntδω/2)/ sin(tδω/2)]

Когда N >> 1;  N → ∞; ∆ω = Nδω, а при малых углах sinα ≈ α.

A(t) = A(0) [sin(Ntδω/2)/ sin(tδω/2)] = A(0)[sin(tδω/2)/ (∆ωt/2)]

Таким образом, в результате сложения большого числа гармонических колебаний мы получили ограниченное во времени колебание, которое называется импульсом колебания. За длительность импульса колебания выбирают половину временного интервала между ближайшими максимуму нулями амплитуды.

∆t = t1 = 2П/∆ω
Следует заметить, что справедливо и обратное утверждение. Любой произвольный импульс колебания x(t) можно представить в виде суммы гармонических колебаний с различной амплитудой и частотой. Такое представление называется анализом Фурье:

x(t) = ∫ A(ω)cos(ωt + φ(ω))dω
Зависимость амплитуды складываемых колебаний A(ω) от ω – спектр колебания.

В рассмотренном примере мы получили соотношение между длительностью импульса и шириной спектра колебаний. Так как был выбран простейший частный случай, то мы получили и частное решение.

Глава 2. Волны.

§2.1. Волновой процесс. Волновая функция.

Волновым процессом, или волной будем называть любое различимое возмущение, распространяющиеся в пространстве. При этом форма возмущения может меняться, но оно всегда должно оставаться различимо.

Волновые процессы описываются различными уравнениями. Мы рассмотрим лишь одно из них.
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 - волновая функция
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 Рассматриваемое уравнением является дифференциальное уравнение частной производной второго порядка.

Рассмотрим двумерный случай, когда

[image: image115.wmf](

)

(

)

,,,,

fxyztfxt

=


[image: image116.wmf]22

2

22

0

ft

v

tx

¶¶

-=

¶¶


Решение дифференциального уравнения будем искать в виде функции [image: image117.wmf]()
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 Полученное решение [image: image119.wmf]()
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 представляет собой возмущение, распространяющиеся вдоль оси X со скоростью 
[image: image120.wmf]v

.

 Точно так, [image: image121.wmf]()
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 это возмущение, распространяющееся в противоположную сторону.

 Общее решение уравнения будет
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Рассмотрим трехмерный случай
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[image: image124.wmf]
Рассмотрим сферически симметричное решение
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В этом случае волновое уравнение удобно переписать из координат [image: image126.wmf],,,
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 в переменную 
[image: image127.wmf]R
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[image: image129.wmf]ffx
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Точно также
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[image: image134.wmf](
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Тогда уравнение будет иметь вид:
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Получаем одномерное волновое уравнение, решение которого уже найдено

[image: image137.wmf]()
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Решение [image: image138.wmf]()
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 представляет собой возмущение, сделанное в точке 
[image: image139.wmf]R

=0 и уменьшающееся по величине при распространении бесконечности.

 Решение [image: image140.wmf]()
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 описывает возмущение, которое возникает из ничего на бесконечности и растет при приближении к нулю (центру). Такое решение физически невозможно.

 Поэтому в сферически симметричном случае [image: image141.wmf]()
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[image: image142.wmf]y

 - произвольная функция.

§ 2.2 Параметрические волны.

Рассмотрим волновую функцию [image: image143.wmf](,)cos()
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[image: image144.wmf]w

- циклическая частота или частота волны
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 - волновой вектор
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 - амплитуда волны

Функция [image: image148.wmf](,)
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 называется гармонической, или монохроматической волной.
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Для того, чтобы рассматриваемая функция являлась решением волнового уравнения  [image: image150.wmf]2
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[image: image151.wmf]w

 и 
[image: image152.wmf]k

 должны удовлетворять некоторому уравнению [image: image153.wmf](,)0
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, которое называется дисперсионным уравнением.

 Для того чтобы получить это уравнение в нашем случае подставим гармоническую функцию в уравнение. При этом учтем, что [image: image154.wmf]2
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Решая это дисперсионное уравнение, мы можем найти частоту, как функцию 
[image: image158.wmf]k
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Полученное решение называется дисперсионным соотношением. Точки в пространстве, фазы которых одинаковы 
[image: image160.wmf]()
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, образуют поверхность, которая называется волновым фронтом.

 Градиент любой функции направлен перпендикулярно к поверхности, на которой она постоянна:.
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Так как, 
[image: image162.wmf]k
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 постоянен по величине и направлению, то волновая поверхность будет плоская, поэтому данная гармоническая волна называется плоской гармонической волной.

 При этом направление распространения волны будет совпадать с направлением вектора [image: image163.wmf]k
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Расстояние вдоль X, на котором фаза волны меняется на 
[image: image167.wmf]2
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, называется длиной волны 
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 Время, в течение которого фаза волны меняется на 
[image: image170.wmf]2
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 Пусть 
[image: image172.wmf]k

r

 направлен вдоль оси X, тогда формула для плоской гармонической волны будет [image: image173.wmf](,)cos()
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Скорость, с которой распространяется точка в пространстве, где фаза волны постоянна, называется фазовой скоростью волны. Для определения этой скорости продифференцируем по времени условие постоянной фазы [image: image175.wmf]tkxconst
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Следует заметить, что фазовая скорость - это не скорость какой-либо материальной точки, поэтому фазовая скорость может быть любой, в том числе и больше скорости света. Если фазовая скорость постоянна, т.е. не зависит от 
[image: image178.wmf]w

 и 
[image: image179.wmf]k

, то говорят, что нет дисперсии.

 Рассмотрим сферически симметричную волну [image: image180.wmf](,)cos()
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 У такой волны волновой фронт – сферическая поверхность. Вектор 
[image: image181.wmf]k
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 - волновой вектор, в каждой точке волнового фронта направлен перпендикулярно по радиусу. Все остальное так же, как у плоской волны.

§2.3. Распространение волн в ограниченной среде. Стоячие волны.

Рассмотрим одномерный случай. В §2.1 было показано, что [image: image182.wmf]12
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 Рассмотрим среду одномерную ограниченную с одной стороны в точке [image: image183.wmf]0

x

=


Пусть в такой среде распространяется волна, то [image: image184.wmf]12
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Таким образом, в ограниченной среде происходить изменение направления распространения на границе раздела среды. Такое явление называется отражением. Изменение знака волновой функции в рассмотренном примере связано исключительно с видом граничного условия.

 Рассмотрим гармоническую волну, которая распространяется в ограниченной среде с нулевыми граничными условиями.
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[image: image187]
В рассмотренном случае гармонического возмущения в ограниченной среде никакого распространения волны наблюдаться не будет. Каждая точка среды будет совершать гармонические колебания с частотой 
[image: image188.wmf]w

 и постоянной амплитудой, величина которой определяется координатами точки [image: image189.wmf]2sin

Akx

. Полученное возмущение называется стоячей волной. Точки, в которых амплитуда колебания равна 0, называются узлами.  При переходе через узел стоячей волны, фаза колебания меняется на 
[image: image190.wmf]p

.
 Если среда ограничена с двух сторон нулевыми граничными условиями:
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[image: image198]
 Полученные решения называются собственными модами колебаний.

 В полностью ограниченной среде возможны стоячие волны (собственные моды). Лишь с определенной длинной волны (частотой), которая меняется дискретно.

§2.4. Интерференция волн двух источников.

 Рассмотрим два точечных источника, которые излучают сферически-симметричные гармонические волны с одинаковой частотой. Расстояние между источниками 
[image: image199.wmf]t

. Определим волновую уравнение в точке 
[image: image200.wmf]P

. Так как волновое уравнение линейно, то волновая функция в точке 
[image: image201.wmf]P

 будет равна сумме волновых функций каждого источника:
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 Сначала рассмотрим случай, когда фаза колебаний источников одинакова.

 Решить задачу в общем случае довольно сложно, поэтому рассмотрим приближение, когда точка 
[image: image203.wmf]P

 находится на большом расстоянии от источников, настолько большом, что можно считать, что амплитуды колебаний от каждого источника одинаковы.

[image: image204.wmf]00

12

()

AA

AR

RR

»=


 
[image: image205.wmf]1
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 - параллельны.

Выясним условия применимости такого приближения.
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L = d2/λ
 Если условие выполняется, то говорят, что можно пользоваться приближением далекого поля или волновой зоной.
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  - геометрическая разность хода

 Условия для максимума амплитуды:
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 Геометрическая разность хода равна целому числу длин волн.

 Условия минимума амплитуды:
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Геометрическая разность хода равна нечетному числу длин полуволн.

 Рассмотрим общий случай, когда 2 источника излучают волны с различными начальными фазами.
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В этом случае амплитуда колебаний в точке:
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 - начальная разность фаз колебаний двух источников.

 В этом случае условия максимума амплитуды будет:
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 Определим угловое расстояние 
[image: image225.wmf]q
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 между двумя ближайшими максимумами. Условие максимума n-ого порядка будет:
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 Условие максимума 
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 порядка:
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[image: image229.wmf]21
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 Для малых углов [image: image231.wmf]11
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 Рассмотрим случай, когда источники расположены далеко друг от друга.

d = λ, тогда угловое расстояние между ближайшими максимумами [image: image233.wmf]d
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 будет много меньше единицы.

 В §1.3. было показано, что энергия колебаний пропорциональна квадрату амплитуды, поэтому энергия излучения двух источников будет пропорциональна квадрату их амплитуд. Так как угловое расстояние между ближайшими максимумами при  d = λ мало, то на небольшом участке поверхности  
[image: image234.wmf]dS

 будет располагаться большое количество максимумов и минимумов амплитуды. Поэтому среднее значение энергии излучения на единицу площади поверхности будет [image: image235.wmf]2
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 - амплитуда излучения одного источника.

 Интенсивность излучения одного источника [image: image239.wmf]2
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 Так что, если излучаю два источника [image: image240.wmf]21
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 Рассмотрим близко расположенные источника [image: image241.wmf]d
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Тогда [image: image244.wmf](,)2cos
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1) Источники работают в одной фазе:
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2) Источники работают в противофазе:
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§2.5. Многолучевая интерференция

 Рассмотрим 
[image: image251.wmf]N

 излучают сферические волны с одинаковой амплитудой, частотой и одинаковой [image: image252.wmf]0
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. Расстояние между источниками так же одинаково.

Определим волновую функцию 
[image: image253.wmf]P

, находящуюся в волновой зоне:
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где [image: image259.wmf]1
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То есть в точке 
[image: image261.wmf]P

 мы будем наблюдать волновую функцию, амплитуда которой: 
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 Рассмотрим случай, когда [image: image263.wmf]0
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 Вычисляя предел этой функции по Лопиталю, находим, что 
[image: image264.wmf](0)
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 Точно так же, мы можем определить амплитуду волновой функции, когда
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 При таких углах 
[image: image269.wmf]q

 будут наблюдаться максимумы амплитуды, которые называются главными.

 Если [image: image270.wmf]sin
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, кроме 
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 Получаем побочные максимумы.

 Следует заметить, что амплитуда побочных максимумов неодинакова в отличие от главных.

§2.6. Дифракция. Признак Гюйгенса

 Рассмотрим точечный источник излучения 
[image: image278.wmf]S

, от которого распространяются сферические волны, и который находится на большом расстоянии от экрана с отверстием. Величина отверстия 
[image: image279.wmf]D

. Определим волновую функцию точки 
[image: image280.wmf]P

, которая также находится на большом расстоянии от экрана, но с другой стороны.

 Гюйгенс предположил, что волновая функция в точке 
[image: image281.wmf]P

, будет складываться из волновой функции источника  
[image: image282.wmf]s

f

 и волновой функции от экрана 
[image: image283.wmf]0
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 Если отверстие в экране закрыто пробкой, то волновая функция в точке 
[image: image285.wmf]P

 будет складываться из волновой функции от источника и волновой функции  от экрана с отверстием:
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 В результате сложения волновых функций в точке 
[image: image287.wmf]P

 волновая функция будет равна нулю.
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 Волновая функция в точке 
[image: image289.wmf]P

 будет с точностью до знака совпадать с волновой функцией, излучаемой только пробкой. Каждую точку волнового фронта в отверстии экрана рассматривать как источник вторичных волн. Волновая функция в точке 
[image: image290.wmf]P

 будет равна сумме вторичных волн.

 Для того чтобы определить волновую функцию в точке 
[image: image291.wmf]P

, заметим, что волновой фронт в отверстии экрана можно считать плоским, так как источник находится на очень большом расстоянии от него. Разобьем поверхность волнового фронта на точечные источники излучения. Каждый источник излучает сферическую волну с одинаковой амплитудой, частотой и одинаковой начальной фазой, которую будем считать равной нулю. Так как точка 
[image: image292.wmf]P

 находится в волновой зоне, то можно допустить, что амплитуды волновых функций от каждого источника одинаковы.
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 Для того чтобы определить амплитуду волновой функции:
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Получим
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Тогда
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 При рассмотрении открытой части волнового фронта мы предположили, что источников очень много:
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Получим:
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 Амплитуда будет равна нулю, если [image: image304.wmf]sin
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, то мы получим условие максимума

 Полученный пучок излучения принято характеризовать угловой шириной, или расходимостью пучка [image: image309.wmf]q

D

. За величину выбирается половина расстояния между ближайшими к нулю нулями амплитуды.
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Размер изображения отверстия на экране будет [image: image313.wmf]l
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 будет значительно превышать геометрическое изображение отверстия. Проникновение изображение в область геометрической тени называется дифракцией.

§2.7. Дифракционная решетка

Рассмотрим экран, в котором проделано 
[image: image314.wmf]N

 отверстий (щелей). Ширина каждого из них 
[image: image315.wmf]d

. Такой экран называется дифракционной решеткой.

 Пусть источник излучения 
[image: image316.wmf]S

 находится на большом расстоянии от решетки. Определить волновую функцию в точке 
[image: image317.wmf]P

, лежащей в волновой зоне с другой стороны решетки. Волновая функция в точке 
[image: image318.wmf]P

 будет равна сумме волновых функций от каждого отверстия решетки. То есть

 [image: image319.wmf]12
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Повторяя выводы §2.5. находим, что это будет равняться 
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  При определении волновой функции в точке 
[image: image321.wmf]P
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необходимо учесть, что каждый источник имеет конченые размеры 
[image: image323.wmf]D

 и не является точечным, как было §2.5. Для определения амплитуды излучения такого источника надо воспользоваться результатом §2.6., где была получена амплитуда 
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 Положение главных максимумов определяется условием [image: image326.wmf]sin
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 и зависит от длины волны излучения 
[image: image328.wmf]l

, за исключением центральной.

 Это свойство дифракционной решетки позволяет определить спектральный состав излучения. То есть если источник испускает волны с различной длиной, с помощью дифракционной решетки можно найти длины этих волн, так как условие главного максимума кроме центрального, будет [image: image329.wmf]sin
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, и волны различной длины будут наблюдаться под разными узлами 
[image: image330.wmf]q

.

 Максимумы первого порядка будут определять спектр первого порядка излучения.

 Релей предложил критерий различимости двух линий в спектре излучений, если главный максимум одной длины волны 
[image: image331.wmf]1
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 совпадает с ближайшим минимумом другой. 
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[image: image336.wmf]21
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 - минимальный интервал длин волн, который можно разрешить с помощью дифракционной решетки.
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 - разрешительная способность, или ее разрешение
§2.8. Принцип Гюйгенса – Френеля. Дифракция Френеля

 Если источник находится на большом расстоянии от экрана с отверстием, а точка наблюдения 
[image: image339.wmf]P

 также находится на большом расстоянии от экрана, то наблюдаемая дифракция называется дифракцией Фраунгофера. Если нарушается хотя бы одно из этих условий, то дифракция называется дифракцией Френеля.

 Френель дополнил принцип Гюйгенса следующим условием. Для того чтобы найти волновую функцию в точке 
[image: image340.wmf]P

, надо разбить поверхность волнового фронта на бесконечно малые плоские участки. Тогда волновая функция в точке 
[image: image341.wmf]P

 будет равна сумме волновых функций, излучаемых каждым таким участком поверхности, что совпадает с принципом Гюйгенса. Амплитуда волн, излучаемая каждым участком поверхности, будет 
[image: image342.wmf](,)
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, где 
[image: image343.wmf]A

 - амплитуда колебаний на поверхности волнового фронта.


[image: image344.wmf](,)
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 - некоторая функция, зависящая от угла между нормалью и радиус вектором, про которую известно только то, что она уменьшается с увеличением угла.

 Рассмотрим цилиндрически-симметричную задачу, когда источник – центр отверстия в экране, и точка 
[image: image345.wmf]P

 находятся на одной прямой. Источник находится на большом расстоянии от поверхности, тогда волновой фронт в отверстии экрана можно считать плоским. По признаку Френеля волновая функция в точке 
[image: image346.wmf]P

 будет равна сумме волновых функций, излучаемых небольшими участками волнового фронта.
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 Тогда амплитуда колебаний:
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 Тогда амплитуда колебаний:
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 В качестве бесконечно малого участка поверхности 
[image: image350.wmf]ds

, выберем тонкое кольцо радиусом 
[image: image351.wmf]r
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 Таким образом, амплитуда колебаний в точке 
[image: image354.wmf]P

 будет пропорциональна реальной части интеграла.
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 Для вычисления этого интеграла предположили сначала, что функция постоянна:
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 Таким образом, если предположить, что 
[image: image359.wmf]const
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, то интеграл не сходится. Влияние функции 
[image: image360.wmf]y

 приведет к тому, что каждое следующее слагаемое будет меньше предыдущего, и в результате окружность деформируется в спираль Френеля. Если отверстие в экране бесконечно большое, то амплитуда колебаний в точке будет определяться радиусом окружности.

 Френель предложил разбить поверхность волнового фронта на зоны (зоны Френеля) таким образом, что расстояние до границы от точки 
[image: image361.wmf]P

 отличается на 
[image: image362.wmf]2

l

.

 Легко заметить, что первой зоне Френеля соответствует первая полуокружность спирали, вторая зона Френеля – вторая полуокружность спирали и т.д.

 Если отверстие в экране совпадает с размером первой зоны Френеля, то амплитуда в отверстии экрана будет равняться 
[image: image363.wmf]0
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, а энергия при этом будет в 4 раза больше.

 Рассмотрим радиус n-oй зоны Френеля
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 Рассмотрим случай, когда точка наблюдения 
[image: image365.wmf]P

 находится на очень большом расстоянии от экрана с отверстием, и будет очень много больше размера отверстия.
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 То есть, в отверстие экрана попадает малая часть первой зоны Френеля, поэтому амплитуда колебания точки 
[image: image367.wmf]P

 будет небольшой.

 Если точка P будет приближаться к экрану, то радиус первой зоны Френеля будет уменьшаться, и в отверстие будет попадать все большая ее часть, то есть амплитуда будет увеличиваться. Максимальная амплитуда будет тогда, когда радиус первой зоны Френеля совпадет с размером отверстия. При дальнейшем приближении в отверстии будет уменьшаться вторая зона Френеля, и амплитуда будет убывать. Когда в отверстии экрана уместятся обе зоны Френеля, амплитуда колебаний практически будет равна нулю.

§2.9. Волновой пакет

Рассмотрим две монохроматические волны, которые распространяются вдоль оси х с разной частотой и разным волновым вектором.

f1 = Acos(ω1t - k1x)

f2 = Acos(ω2t – k2x)

f(x,t) = 2Acos(ωmt – kmx)cos(ωst – ksx)

В следующий момент времени вся картина сместится вдоль оси х, причем с разной скоростью будут перемещаться огибающая и наполняющая.

Для определения скорости огибающей надо продифференцировать условие постоянства фазы:

ωm – km(dx/dt) = 0

dx/dt = ωm/km
Точно так же можно найти скорость наполняющей, причем эти скорости могут не совпадать. Рассмотрим большое количество монохроматических плоских волн с различной частотой и волновым вектором, которые распространяются вдоль оси х. Пусть интервал между соседними частотами будет одинаковым:

ω1 – ω2 = ω2 – ω3 =…= δω

∆ω = ωN – ω1 = δω(N-1)

Пусть интервал между соседними волновыми числами тоже одинаков:

Δk = k2 – k1 = k3 - k2

Это возможно только в одном случае: когда нет дисперсии, то есть фазовая скорость постоянна.

Vp = ω/k = const
Тогда волновая функция будет:

f(x,t) = Acos(ω1t – k1x) + Фcos(ω2t – k2x) +… = A0[sin((∆ωt - ∆kx)/2)/(∆ωt - ∆kx)/2]   cos( ωst - ksx)

Мы получили волновую функцию, амплитуда которой будет зависеть от времени и координат.

 ∆kx1 = 2П

 Таким образом, при сложении большого числа монохроматических волн с различной частотой мы получили волновую функцию, ограниченную в пространстве. Такая функция – волновой пакет. За протяженность волнового пакета выбирается половина расстояния между ближайшими максимуму нулями. Протяженность волнового пакета и интервал волновых чисел, образующих его монохроматических волн, связаны между собой соотношением:

∆k∆x = 2П

Следует заметить, что это равенство получено при определенных условиях. 

Любой волновой пакет можно представить в виде суммы монохроматических волн:

f(x,t) = ∫A(k)cos(W(k)t – kx)dk
ω = W(k) – дисперсионное соотношение
Рассмотрим поведение волнового пакета в следующие моменты времени. В следующий момент времени t > t = 0 все складываемые волновые функции сместятся вдоль оси х на одинаковое расстояние, так как в отсутствии дисперсии скорости одинаковы. В результате сумма этих волновых функций тоже сместится на то же расстояние.

Скорость перемещения волнового пакета будет совпадать с фазовой скоростью волн, при этом очевидно, что форма волн пакета неизменна.

Если фазовые скорости различны для разных волн (есть дисперсия), то волновой пакет будет деформирован при распространении, и скорость его движения будет отлична от фазовой скорости волны.

§2.10. Групповая скорость. Метода стационарных фаз.

В §2.9 было показано, что любую произвольную волновую функцию (волновой пакет) можно представить в виде суммы гармонических волн.

f(x,t) = ∫A(k)cos(W(k)t – kx)dk = ∫A(k)cosθ(k)dk
θ(k) = W(k)t – kx  -  фаза гармонической волны.

Заметим, что вычисление интеграла в общем виде – очень сложная задача. Заметим так же, что при сложении гармонических функций результат будет заметно отличаться от нуля, только если фазы гармонических колебаний будут близкими. Во всех остальных местах результат будет близок к нулю, то есть условие того, что полученный интеграл не равен нулю, совпадает с условием одинаковой степени фаз складываемы волн, то есть с условием постоянства фазы для различных k.

dθ/dt = 0

θ = W(t)t – kx  

(dW/dk)t – x = 0

В точках х = (dW/dk)t интеграл будет отличен от нуля. В этих точках будет находиться волновой пакет. То есть волновой пакет будет перемещаться со скоростью:

Vg = dW/dk = dω/dk,     где эта величина называется групповой скоростью.

W(k) = ω,    так как Vp = ω/k
ω = Vpk
Vg = dω/dk = Vp + k(dVp/dk)

Если фазовая скорость Vp не зависит от k (иными словами, нет дисперсии), то групповая скорость совпадает с фазовой. В противном случае групповая скорость будет отличаться от фазовой. Таким образом,  рассматриваемы интеграл будет отличаться от нуля лишь небольшой области значений k, для которых фаза волны θ(k) примерно одинакова. Для того чтобы найти это значение k, надо решить полученное ранее уравнение относительно k, из которого найдем корень k0 = k(x,t). Тогда

f(x,t) = ∫A(k)cosθ(k)dk = 2εA(k0)cosθ(k0) = A(x,t)cos[ω(x,t)t – k(x,t)x]

Любой произвольный волновой пакет можно записать в том же виде, что и монохроматическую волну с той лишь разницей, что амплитуда, частота и волновой вектор зависят от координат и времени.

Для произвольной волновой функции f(x,t) = ∫A(x,t)cosθ(x,t) можно ввести понятие частота ω и волновой вектор k.

Частота волновой функции: ω = ∂θ/∂t
Волновой вектор: k = - ∂θ/∂x
§2.11. Пространственная и временная когерентность. Поляризация.

§2.4 было показано, что условие максимума интерференции двух источников сводится к тому, что геометрическая разность хода S = dsinθ = mλ, то есть целому числу длин волн. d – расстояние между источниками. Угловое расстояние между двумя ближайшими максимума ∆θ = θ2 – θ1.

d(sinθ2 – sinθ1) = λ
Для малых углов sinθ1 ≈ θ1
                              sinθ2 ≈ θ2

d(θ2 – θ1) = λ
∆θ =  λ/d
Если источники излучаемы волн с различное длиной волн, то положение максимума будет размыто, так как условия максимума dsinθ = mλ для размытых длин волн будет выполняться для разных углов. Если источники излучают волны в интервале от λ2 – λ1 = δλ, то при малых углах условие максимума будет:

dθ = mλ
dδθ = mδλ,    где δθ – угол размытия максимума.

Для того чтобы картина интерференции наблюдалась, необходимо, чтобы ∆θ > δθ.
∆θ =  λ/d > mδλ/d
m < λ/δλ
Тогда геометрическая разность хода:

S = mλ < λ2/δλ     

λ2/δλ – длина когерентности.

Для того чтобы наблюдалась интерференционная картина, необходимо, чтобы разность хода была больше длины когерентности. Выясним, что такое λ2/δλ. 

В §2.9 было показано, что размытость волнового пакета ∆x удовлетворяет соотношению ∆x∆k = 2П,      где ∆k = 2П[(λ1 – λ2)/( λ2 – λ1)] = 2П(δλ/λ2)

∆x = λ2/δλ
То есть длина когерентности совпадает с длиной волнового пакета. 
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Если два источника излучают волновые пакеты, то в точке наблюдения Р мы будем регистрировать импульсы колебания. Если время регистрации будет меньше длительности импульса колебания, то колебания будут складываться.

Длительность импульса колебаний ∆t – время когерентности.

∆t∆ω ≈ 2П

∆t ≈ 2П/∆ω
Таким образом, если время, в течение которого происходит регистрация волновых функций, меньше времени когерентности, а расстояние, на котором наблюдается волновая функция меньше длины когерентности, то источники этой функции когерентны.

Волновая функция, как правило, описывает физические величины и, так же как и они, может быть скалярной и векторной.

Если волновая функция векторная, то существует три класса волн:

1) поперечные 

2) продольные

3) косые

В случае поперечных волн вводят понятие поляризации волн. Это понятие характеризует поведение вектора волновой функции, если при распространении волны вектор волновой функции все время остается в одной плоскости, то говорят, что волна плоска, или линейно поляризована.

Если при распространении волны величина волнового вектора постоянна, а направление меняется по кругу, то говорят о круговой поляризации волн.

Если при этом еще меняется и величина волнового вектора, то говорят об эллиптической поляризации волнового вектора.

Следует заметить, что при такой классификации любая поперечная векторная волна будет поляризована.

Реальные источники волн обычно излучают волновые пакеты, каждый из которых поляризован по-своему. Если время регистрации будет больше времени когерентности, то поляризацию каждого волнового пакета определить не удастся, и в этом случае говорят об естественной, или неполяризованной волне. То же самое будет, если расстояние, на которой наблюдаются волны, будет больше длины когерентности.

§2.12. Приближение геометрической оптики. Уравнение Эйконала. Принцип Ферма.

В §2.10 было показано, что любую произвольную волновую функцию можно записать в виде:

f(R,t) = A(R,t)cos(θ(R,t)),       где θ(R,t) – фаза волны.

Поверхность, в каждой точке которой θ(R,t) одинакова, называется волновой поверхностью. В общем случае она может быть произвольной.


Разобьем эту поверхность на такие участки, что им можно считать плоскими. Если при этом размер участка будет много больше длины волны, а время, в течение которого этот участок остается плоским много больше периода волны, то можно говорить о приближении геометрической оптики.

Рассмотрим один такой участок. Для простоты начало координат поместим на этот участок и за начало отсчета времени выберем нуль. Разложим фазу колебаний в степенной ряд. 

θ(R,t) = θ(0) + t(∂θ/∂t)(0) + x(∂θ/∂x) + y(∂θ/∂y) + z(∂θ/∂z) +... + = θ(0) + t(∂θ/∂t) + RΔθ + ... = θ(0) + ωt – kR + ...

В приближении геометрической оптики рассматриваемый участок волнового фронта можно считать частью плоской волны, для которой фаза волны ωt – kR, а фазовая скорость Vp = ω/R.

В приближении геометрической оптики при разложении в ряд фазы можно ограничиться лишь первыми членами ряда.

θ(R,t) = θ(0) + ωt – kR
В этом приближении можно считать, что направление распространения произвольной волны совпадает с направлением вектора k в каждой точке волнового фронта, а скорость распространения фазы будет:

Vp2 = (ω/∆θ)2  -  уравнение Эйконала.

Луч – линия, касательной к каждой точке которой является вектор k.

Для определения формы луча очень полезен принцип Ферма, для вывода которого рассмотрим разность фаз ∆θ в двух точках пространства, расположенных на одном луче в один и тот же момент времени. Эту разность фаз можно вычислить, интегрируя бесконечно малые изменения фазы вдоль луча.

∆θ = ∫dθ
dθ = (∂θ/∂t)dt + ∆θdR
Так как время постоянно, dt = 0,     ∆θ = ∫∆θdR
С другой стороны dR = dl
Градиент θ = -k → ∆θ = -k   направлен по касательной к траектории, как и dl.
∆θdR = ∆θdl = |∆θ||dl|

Из уравнения Эйконала: Vp = ω/|∆θ|;       |∆θ| = ω/Vp  

∆θ = ∫ωdl/Vp = ω∫dl/Vp
Этот интеграл вычисляется вдоль луча и равен времени распространения волны вдоль луча. Заметим, что разность фаз – величина постоянная и не зависит от способа нахождения. Ту же самую разность можно вычислить по другой траектории, не совпадающей с лучом, но в этом случае полученный результат будет неверен, так как ∆θ и dl не параллельны.

Выбирая каждый раз другую траекторию, не совпадающую с лучом, мы будем получать различные результаты, то есть ∆θ будет зависеть от траектории, и только в одном случае, когда эта траектория совпадает с лучом, ∆θ не зависит от формы траектории.

Условие независимости функции и условие ее экстремума совпадают, поэтому интеграл, вычисляемый вдоль луча, не зависит от формы луча и является экстремальным. Оказывается, что на траектории луча это минимальная величина.

Время распространения волны вдоль луча минимально.

∫dl/Vp = min   - принцип Ферма.

§2.13. Электромагнитные волны в вакууме.

Электромагнитное поле полностью описывается уравнениями Максвелла, которые в вакууме будут иметь вид:

(∆ считать ротором. Буквы, выделенные жирным курсивом – векторными величинами)

∆E = 0;   ∆B = 0

∆×E = -(∂B/∂t);  ∆×B = (1/c2)(∂E/∂t);  

∆×(∆×B) = ∆×[(1/c2)(∂E/∂t)]

∆(∆B) - B(∆∆) = ∆(∆B) - ∆2B =(1/c2)(∂/∂t)(∆×E)

- ∆2B = (1/c2)(∂ 2B/∂t2)

(∂ 2B/∂t2) - c2∆2B = 0

Уравнение для B совпадает с волновым уравнением, решение которого было найдено в §2.1. Точно так же можно вычислить:

∆×(∆×E) = ∆×(∂B/∂t)

∆(∆E) - ∆2E =-(∂/∂t)(∆×B)

- ∆2E = (1/c2)(∂ 2E/∂t2)

(∂ 2E/∂t2) - c2∆2E = 0

То есть и для электрического поля м ыполучаем волновое уравнение. Таким образом, решения уравнения Максвелла в вакууме будут иметь вид волновых функций. ЖДля простоты рассматриваем сначала случай гармонических волн.

E = E0ei(ωt - kR)
B = B0ei(ωt - kR)
То есть мы ищем решение уравнения максвелла в виде плоских монохроматических волн. Подставим решение в уравнение Максвелла, при этом учтем, что ∆ можно заменить на ∂/∂R.

∆E = 0  → - ikE = 0 → k перпендикулярен E.
∆B = 0  →   ikB = 0 → k перпендикулярен B.
∆×E = -(∂B/∂t)

- ik×E = - iωB
k×E = - ωB

k×B = (1/c2)(∂E/∂t)

- ik×B = (i/c2)ωE

k×B = (ω/c2) E

kE = ωB

E = ωB/k

E = cB

§2.14. Энергия электромагнитного поля. Вектор Умова-Пойнтинга.

Рассмотрим некоторый замкнутый объем, ограниченный поверхностью S, в котором существует электромагнитное поле. Предположим, что это поле обладает энергией, плотность которой u. Тогда полная энергия электромагнитного поля будет ∫udV.
Вычислим скорость изменения энергии: (∂/∂t) ∫udV.
Изменение энергии в объеме V может происходить по двум причинам: 

1) за счет переноса энергии

2) за счет мощности всех сил, действующих в системе

Для вычисления энергии, переносимой через поверхность S, введем вектор uV, где V – скорость переноса энергии, который называется вектором плотности потока энергии. Тогда энергия, переносимая в единицу времени через поверхность площадью dS, будет uVdS.
Так как это будет энергия, выносимая из объема, то за единицу времени энергия в объеме уменьшается на величину -∫uVdS (по замкнутой поверхности).

Если внутри объема V имеются электрические заряды, то электрическое поле будет совершать работу, что приведет к уменьшению энергии поля (работа магнитного поля равна нулю). Как мы знаем, мощность электрических сил в единице объема будет jE, поэтому за единицу времени энергия электромагнитного поля в объеме V уменьшится на величину -∫ jEdV, тогда

∫(∂u/∂t)dV = -∫(по замк. объему)uVdS - ∫ jEdV
∫(∂u/∂t)dV + ∫∆(uV)dV = - ∫ jEdV, так как это равенство должно быть выполнено для любого объема V, то

(∂u/∂t) + ∆(uV)= - jE
Рассмотрим уравнение Максвелла в среде:

∆E = ρ/ε0
∆B = 0

∆×E = -(∂B/∂t)

∆×B = (j/ε0c2) + (1/c2) (∂E/∂t)

- jE = (ε0(∂E/∂t) - ε0c2∆×B) E

Рассмотрим ∆(E ×B)
∆(E ×B) = ∆ε(E ×B) + ∆B(E ×B) = B(∆×E) – E(∆×B)
-jE = 0,5ε0(∂E/∂t)2 + ε0c2 (∆ (E ×B) – B(∆×E)) = (∂E/∂t) (0,5ε0E2 + 0,5ε0c2B2) +                  + ε0c2∆(E ×B) = (∂u/∂t) + ∆(uV)
Сравнивая полученные выражения, находим, что плотность энергии электромагнитного поля будет:

u = 0,5ε0E2 + 0,5ε0c2B2

Вектор плотности потока:

S = ε0c2 E×B  - вектор Умова-Пойнтинга     
Чтобы убедиться, что полученные результаты верны, вспомним §2.13:

BC = E;      u = ε0 E2

S = ε0c2 E×B = ε0c|E×B|Vp = ε0E2 Vp = uVp
|Vp| = с

Таким образом, электромагнитное поле облагает энергией, плотность которой будет:

u = 0,5ε0E2 + 0,5ε0c2B2
Часть IV.  Квантовая механика.

§ 1. Экспериментальные основы квантовой механики.

К началу XX века основные физические явления были объяснены классической физикой, за исключением нескольких явлений:

1). Тепловое излучение тела

Как известно, любая движущаяся с ускорением частица излучает электромагнитные волны. Так как все тела содержат заряженные частицы, то при температуре выше абсолютного нуля они двигаются с ускорением, поэтому любое тело при температуре выше абсолютного нуля излучает электромагнитные волны, частота которых (0;∞)

Пусть энергия излучения электромагнитных волн за единицу времени на единицу поверхности в интервале (ω;dω) будет I(ω)dω. Величина I(ω) – спектральная плотность излучения. С помощью классической электродинамики Максвелла можно получить эту зависимость:

I(ω) ~ ω² - Закон Джинса-Релея, или ультрафиолетовая катастрофа.

2). Фотоэффект

В начале XX века было открыто явление фотоэффект, которое заключается в том, что электромагнитная волна вырывала с поверхности проводника электроны. Само это явление легко объяснить классической электродинамикой. Под действием электрического поля волны электроны проводника начинают двигаться вдоль поверхности, а на движущийся электрон будет действовать сила qV×B со стороны магнитного поля, которое направленно наружу, а следовательно приводит к вырыванию электронов. Столетов экспериментально установил, что с увеличением амплитуды волны скорость вылета электроном не меняется, а меняется только их число, что невозможно объяснить классической физикой.

3). Опыты по дифракции электронов

1. Опыт с пулями.

Имеем: пулемет, пуленепробиваемый заслон и двумя отверстиями и мишень позади заслона. Будем описывать попадание пуль в мишень вероятностью попадания Р. Вероятности складываются.

2.Опыт с волнами.

Имеем: источник излучения, заслон с двумя отверстиями, не пропускающий волны и экран позади заслона. Будем описывать квадратом амплитуд. Если открыто одно отверстие, то будем наблюдать явление дифракции. Если же открыть оба отверстия, имеет место интерференция.

3. Опыт с электронами.

Имеем: электронную пушку, электрононепробиваемый заслон с двумя отверстиями и мишень позади заслона. Характеризуем вероятностью попадания в мишень, а вероятности не складываются, а интерферируются. Как только мы начинаем следить за электроном, вылетающим в дырочку, получается сложение, а как только перестаем следить – интерференция. Возникает вопрос: электрон имеет интеллект? 

Вывод: электроны описываются вероятностью, как и пули, а вероятности интерферируются, как у волн. 

§ 2. Волны де Бройля.

Так как электроны проявляют одновременно волновые и корпускулярные свойства, то возникла идея, что этим обладают и все остальные частицы и поэтому общие законы механики частиц и волн должны совпадать. В теории волн общим законом является принцип Ферма, который позволяет определить траекторию луча из условия минимума интеграла.

∫ dl/Vp = min  

Оказывается, что такой же принцип существует и в классической механике.

∫(E-u)1/2 dl = min,

где Е – полная энергия

       u – потенциальная энергия

Очевидно, что при объединении свойств  траекторий луча и частицы, луч и частица – одно и то же. Эти принципы должны выполняться одновременно.

1/Vp = α (E-u)1/2

где α – коэффициент пропорциональности

С другой стороны скорость частицы: V = [2(E-u)/m]  1/2  - должна соответствовать групповой скорости волн Vg = dω/dk
1/V = 1/Vg = [m/2(E-u)]  1/2  = dk/dω
Vg = ω/k

k = αω(E-u)1/2
[m/2(E-u)]  1/2  = (E-u) 1/2   (d(αω) /dω) + dE(2(E-u)1/2)

Так как это равенство должно выполняться при любой полной энергии Е частиц и любой потенциальной энергии u, то коэффициент (E-u) в первой и правой частях равны.

d(αω) /dω = 0

(m/2)1/2 = (dω/2)(dE/ dω)

dω = const;  dE/ dω – постоянная Планка

ħ = h/2П

E =  hω + E0

Интегрируя, получаем, что E = ħω + E0, где E0 = произвольная const, так как, если частицы нет, ее полная энергия равна нулю, то частота волны равно нулю и E0 = 0.

E = ħω

(m/2)1/2 = αħω/2

α = (2m)1/2/ħm
1/Vp = α(E-u)1/2 = k/ω = (αm(E-u)) 1/2 / ħω
ħk = P
P = mV – импульс частицы

Таким образом, частица с одной стороны характеризуемся корпускулярными характеристиками (E и P), а с другой стороны – волновыми (ω и k), которые связаны между собой соотношениями:

k = 2П/λ
h/λ = P
λ = h/P  -  длина волны де Бройля

Таким образом, каждой частице соответствует некоторая волновая функция:

ψ(R,t) = Aei(kR- ωt)
Полученная волновая функция называется волной де Бройля, или волновой функцией частиц.

§ 3. Уравнение Шредингера.

Как было показано в § 2.1, волновая функция – это решение волнового уравнения, поэтому для волновой функции де Бройля мы можем написать точно такое же уравнение, как в § 2.1:

∂2ψ/∂t2 – Vp2Δ2ψ = 0

Рассмотрим волновую функцию в виде монохроматической волны, то есть с  ω = const, которая в нашем случае будет ω = E/t. Тогда волновую функцию можно представить в виде:

φ(R,t) = Aei(kR- ωt) =  φ(R)e-iωt
Подставим функцию в уравнение

-ω2φ(R)e-iωt - Vp2 e-iωt Δ2 φ(R) = 0

-ω2φ(R) - Vp2 Δ2 φ(R) = 0

Vp2 = ω/k = ħ2ω2/p2 = ħ2ω2/2m(E-u)

ω2φ + ħ2ω2/2m(E-u)

(ħ2/2m) Δ2 φ(R) + (E-u) φ(R) = 0

Это уравнение Шредингера для независящей от времени части волновой функции частицы φ(R) и часто называется стационарным уравнением Шредингера.

Умножим это уравнение на e-iωt
(ħ2/2m) Δ2 ψ(R,t) + E ψ(R,t) – uψ(R,t) = 0,   где ψ(R,t) = φ(R)e-iωt
∂ψ/∂t = -iωψ = (-iE/ħ)ψ

Eφ = iħ(∂ψ/∂t)

iħ(∂ψ/∂t) + (ħ2/2m) Δ2 ψ – uψ = 0

Полученное уравнение называется уравнением Шредингера. Рассмотрим комплексно-сопряженное уравнение Шредингера.


 iħ(∂ψ/∂t) + (ħ2/2m) Δ2 ψ – uψ = 0


-iħ(∂ψ*/∂t) + (ħ2/2m) Δ2 ψ* – uψ* = 0

iħ(ψ*(∂ψ/∂t) + ψ(∂ψ*/∂t)) + (ħ2/2m)(ψ*Δ2ψ - ψΔ2 ψ*) = 0

iħ(∂ψ/∂t)(ψψ*) + (ħ2/2m) Δ(ψ*Δψ - ψΔψ*) = 0

Δ(ψ*Δψ - ψΔψ*) = Δψ*Δψ + ψ*Δ2ψ – ψΔψ* - ψΔ2ψ*

Тогда уравнение  (∂ψ/∂t)(ψψ*) + (ħ2/2mi) Δ(ψ*Δψ - ψΔψ*) = 0  по внешнему виду напоминает уравнение непрерывности. Чтобы убедиться в этом, рассмотрим волновую функцию в виде плоской монохроматической волны:

φ = Aei(kR- ωt) =  F(t)eikR
Подставим

(ħ/2mi) Δ(ψ*Δψ - ψΔψ*) = (ħ/2mi) Δ(F* e-ikR - FikeikR – FF*e-ikR (-k)) =                        (ħ/2mi)Δ(2kψψ*) = Δ((ħk/m) ψψ*) = Δ(V ψψ*)

ħk = P = mV
То есть полученное уравнение действительно совпадает с уравнением непрерывности, где вместо ρ надо ставить ψψ* = |ψ|2, а V – скорость частицы. Уравнение непрерывности выполняется для любой величины, где ρ – плотность заряда или вещества (материи). Такую же роль в квантовой механике играет ψ.
Квадрат модуля волновой функции ψψ* = |ψ|2  можно рассматривать, как плотность вероятности обнаружить частицу в интервале R ÷ R+dR. Вследствие этого волновая функция обладает таким свойством:

* Условие нормировки ∫|ψ|2dR = 1, для выполнения которого необходимо, чтобы 

ψ(R)=>0;  R =>±∞  и волновая функция и ее производные должны быть непрерывны.


[image: image369]
§ 4. Принцип неопределенности Гейзенберга.

Рассмотрим одномерный случай, когда волновая функция частицы ψ(R,t) = ψ(x,t). Если волновая функция частицы представляет собой волновой пакет, протяженностью ∆х, то очевидно, что вероятность обнаружить частицу будет отлична от нуля только там, где существует волновой пакет. Таким образом, о местоположении частицы можно говорить лишь с некоторой определенностью ∆х, для определения которой вспомним § 2.9:

∆х∆k ≥ 2П

∆х∆ħk ≥ 2Пħ

∆х∆P ≥ 2Пħ, где ∆х – неопределенность координаты частицы
                             ∆P – неопределенность ее импульса
∆х∆P ≥ 2Пħ - Первое соотношение неопределенностей Гейзенберга для координаты и импульса. 

Отсюда следует, что, при условии известности координаты частицы, мы не знаем ее импульса. Если мы находимся в некоторой точке, и мимо нас пролетает частица, то есть мимо нас распространяется волновой пакет, то мы будем наблюдать импульс колебаний длительностью ∆t. Эта ∆t определяет неопределенность времени, когда частица находится в данной точке в пространстве. То есть частица находилась в данной точке пространства с разной вероятностью в течение интервала времени.

В § 1.7 было показано, что ∆t∆ω ≥ 2П
∆t∆(ωħ) ≥ 2Пħ

∆t∆E ≥ 2Пħ   -   Второе соотношение Гейзенберга для энергии и времени

Таким образом, если мы знаем энергию, не знаем времени, знаем время – не знаем энергии. 

§ 5. Движение частицы в поле с потенциальным барьером. Туннельный эффект.

Рассмотрим одномерный случай. Пусть потенциальная энергия частицы имеет форму барьера.
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Fx = - (∂u/∂x)

 Рассмотрим частицу, полная энергия которой Е < u0. Для определения волновой функции при заданной энергии Е = ħω достаточно рассматривать стационарное уравнение Шредингера, из которого находим φ(x). 

ψ(x,t)  =  φ(x)e-iωt
ω = E/ħ

В одномерном случае

(ħ2/2m)(d2φ/dx2) + (E-u)φ = 0

Рассмотрим область x<0, u=0, тогда

(ħ2/2m)(d2φ/dx2) + Eφ = 0

Как известно, решение этого уравнения будет иметь вид:

φ(x) = Ae±ikx
(ħ2/2m)(-k2) Ae±ikx + E Ae±ikx = 0

k = (2mE/ ħ2) ½

Общее решение можно представить в виде:

φ(x) = Aeikx + Be-ikx
ψ(x,t)  =  φ(x)e-iωt = Ae±ikx + E Ae±ikx
Таким образом, в полученном решении у нас будет две волновые функции:

1) распространяющаяся вдоль оси х (падающая волна)

2) распространяющаяся в противоположном направлении (отраженная волна)

|A|2 определяет плотность вероятности обнаружить частицу, которая двигается к потенциальному барьеру.

|В|2 определяет плотность вероятности обнаружить отраженную частицу.

k = |B/A|2    -  коэффициент отражения
Рассмотрим x > 0,  u = u0 > E
(ħ2/2m)(d2φ/dx2) + (E - u0)φ = 0

Решение этого уравнения будет иметь вид:

φ(x) = сe±qx
q2(ħ2/2m) φ(x) + (E - u0) φ(x) = 0

q = (2m(u0 - E)/ ħ2) ½

Тогда решением будет:

φ(x) = сe-qx + Deqx
Заметим, что решение вида eqx  не подходит, так как не удовлетворяет условию нормировки. Поэтому решение будет φ(x) = сe-qx
Таким образом, в области x > 0 существует отличная от нуля волновая функция и существует вероятность обнаружить частицу за потенциальным барьером. Для того, чтобы найти коэффициент отражения, напишем условие непрерывности волновой функции и ее производных в точке x = 0.

А + B = C
dφ/dx = ikAeikx - ikBe-ikx
dφ/dx = - qce-qx
ikA – ikB = -qc = -q(A + B)

A = [(ik-q)/(ik+q)]B

k = |B/A|2 = |(ik-q)/(ik+q)| 2 = 1

Из этого следует, что в области x < 0 вероятности обнаружить частицу, движущуюся к барьеру, и отраженную частицу одинаковы. Так как решение было найдено при               Е = const, то неопределенность времени ∆t → 0.

Рассмотрим движение частицы с потенциальным барьером вида 
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Предположим, что частица находилась сначала в области x < 0. Ее энергия Е < u0. Тогда решение стационарного уравнения Шредингера будет иметь вид в областях:

1) x < 0 

φ(x) = Aeikx + Be-ikx

2) 0<x<a 

φ(x) = сe-qx ;   q = (2m(u0 - E)/ ħ2)1/2

3) x > a 

φ(x) = Deikx      (отраженной частицы нет)

Таким образом, существует вероятность, что частица может пройти потенциальный барьер из области x < 0 в область x > a. Эта вероятность характеризуется коэффициентом пропускания, который равен квадрату модуля отношения волновых функций  ψ(а) и  ψ(0).
T = |ψ(а)/ψ(0)|2 = |φ(а)/φ(0)| 2 ,   так как ψ(x,t) = φ(x)e –iωt
  T = |сe –qa/ce –q0|2 = e –2qa
Таким образом, если потенциальный барьер бесконечно широкий (а → ∞), то Т равно нулю. Если u0 → ∞ (высота потенциального барьера), Т также равно нулю.

§ 6. Частица в потенциальной яме. Дискретность энергетических состояний.

Рассмотрим частицу, которая находится в потенциальном поле, имеющем форму бесконечно глубокой ямы.
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Как было показано в § 5, волновая функция частицы в области, где u > E , будет:

φ(x) ~ e±qx      , где q = q = (2m(u0 - E)/ ħ2)1/2
Если u → ∞, то q → ∞, а φ(x) → 0. Таким образом, в случае бесконечно глубокой ямы при x < 0 и x > a, φ(x) = 0, а если 0 < x < a, u = 0, тогда φ(x) = Aeikx + Be-ikx (см. § 5)

k = (2mE/ ħ2)1/2

Из левого граничного условия следует:

φ(0) = 0 = B + A;    B = -A
 φ(x) = A(ekx –  e-kx ) = C sin(kx)

Из правого граничного условия следует:

φ(a) = 0

sin ka = 0;    ka=Пn, где n = 1,2,3...           (k = 0  -  частицы нет)

k = (2mE/ ħ2)1/2

Е = ħ2 k2/2m = (ħ2/2m)(П2/a2) n2

Если частица находится в потенциальной яме, то ее энергетический спектр дискретен.

Е = Е0 = (ħ2/2m)(П2/a2) n2


[image: image373]

Таким образом, частица, которая находится в потенциальной яме, может принимать лишь дискретные значения энергии, и сила на такую частицу не действует. Условие дискретности энергетического спектра напрямую связано с характером движения частицы. Если движение частицы ограничено, то спектр дискретен, а если не ограничено, то ее энергетический спектр непрерывен. А если область ограничена, дискретный спектр неограничен и непрерывен.

§ 7. Атом водорода

Атом водорода состоит из тяжелого ядра и легкого электрона, поэтому центр масс находится почти в центре ядра.
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Потенциальная энергия электрона в атоме водорода будет: u = qe2/4Пε0R
Если энергия электрона E < 0, то такой электрон находится в потенциальной яме, и его движение ограниченно атомом водорода. 

Если Е становится > 0, то электрон выходит из потенциальной ямы и его движение становится неограниченным.

Рассмотрим сферически симметричный случай. Так как волновая функция ψ(R) сферически симметрична. В этом случае энергия электрона будет принимать дискретное значение.

En = - Er/n2
n = 1, 2, 3...

Er = 13,6 = const
n – главное квантовое число

В сферически симметричном случае волновая функция имеет вид
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В сферически симметричном случае нельзя говорить о моменте импульса электрона равен нулю. Изменить энергию электрона можно лишь скачком (квантово). Чтобы увеличить энергию, электрон должен получить квант энергии от электромагнитного излучения (поглотить фотон). При уменьшении он излучает фотон.

∆E = ħω (энергия запуска фотона)

Если волновая функция электрона сферически несимметрична φ(R), то электрон может иметь момент импульса 

L = [l(l+1)ħ] 1/2
Проекция момента импульса на производную ось Z будет mħ, где m  - магнитное квантовое число, ħ – орбитальное квантовое число.

Lz = m ħ,       где m = -l, … 0, 1, 2… l
Каждое квантовое число влияет на энергию состояния, и при этом спектры излучения/поглощения приобретают тонкую структуру. Наиболее вероятны такие переходы, при которых ∆l меняется на единицу.

§ 8. Принцип Паули. Периодическая таблица элементов.

В классической механике две одинаковые частицы (два электрона) всегда можно было различить, так как всегда можно было проследить за движением каждой из них. В квантовой механике не существует траектории движения частиц (принцип неопределенности), поэтому проследить за движением каждой частицы принципиально невозможно.

Рассмотрим две одинаковые частицы. Волновая функция первой частицы φ1, а второй φ2. Пусть первая частица находится в точке с координатами R1, а вторая соответственно R2. Тогда |φ1(R1)| 2  определяет плотность вероятности обнаружить частицу в точке с координатой R1. |φ2(R2)| 2  определяет возможность обнаружить частицу в точке с координатой R2.

Если частица независима, то совместная вероятность того, что первая частица находится в точке R1, а вторая при этом – в точке R2, должна быть равна произведению вероятностей. Общая функция двух частиц должна быть φ1(R1) φ2(R2) пропорциональная произведению двух волновых функций. Поменяем частицы местами. Тогда их общая волновая функция будет φ1(R2) φ2(R1).
То есть общая волновая функция частиц изменится, но так как частицы неразличимы, то от перемены мест частиц их общая волновая функция измениться не должна. Таким образом, полученные общие волновые функции частиц не удовлетворяют принципу неразличимости частиц. Для того чтобы выполнялись оба условия для общей волновой функции, необходимо, чтобы:

1) частицы были неразличимы

2) общая волновая функция зависела от произведения волновых функций

Тогда волновую функцию можно записать в виде:

φ12 = 0,5 [φ1(R1) φ2(R2) + φ1(R2) φ2(R1)]

Знак (+) надо ставить для волновых функций частиц с целым спином. Такие частицы называются частицами Бозе, или “бозонами”.

Знак (–) надо ставить для волновых функций частиц с полуцелым спектром. Такие частицы называются частицами Ферми, или “фермионами”.

Легко заметить, что в одной системе не может находится двух одинаковых фермичастиц с одинаковыми волновыми функциями.

φ12 = 0,5 [φ(R1) φ(R2) - φ(R2) φ(R1)] = 0

Так как состояние частицы определяется ее волновой функцией, а она в свою очередь определяется квантовыми числами частицы (n, l, m, S), то в одной системе не может быть двух частиц со всеми одинаковыми квантовыми числами.

Рассмотрим многоэлектронный атом.

Если в атоме находится один электрон, то он может иметь любые квантовые числа. При этом электрон всегда будет стремиться занять состояние с наименьшей энергией:

n = 1; l = 0; m = 0; S = ½

Если у атома два электрона:

n = 1; l = 0; m = 0; S = -½

Таким образом, в атоме гелия с n = 1 может находиться два электрона. Химические взаимодействия атомов – это результат электромагнитного взаимодействия. Так как каждый атом в целом нейтрален, что электрические взаимодействия между ними смогут существовать только за счет несимметричного расположения зарядов в атоме.

В атоме гелия все состояния с n = 1 полностью заполнены, поэтому электроны в атоме гелия располагаются симметрично относительно ядра и такой атом химически неактивен, что отличает гелий от водорода.

Электроны с одинаковыми главными квантовыми числами n образуют одну электронную оболочку. Если оболочка полностью заполнена, то распределение электронов относительно ядра симметрично и такой атом химически нейтрален. Оболочка с n =1 называется k-оболочкой.

Следующая оболочка L с n = 2. На этой оболочке может быть несколько электронов.

n =2;    l = 0;    m = 0;     S = ±1/2   


          l = 1;    m = 0;     S = ±1/2   

                         m = 1;     S = ±1/2   

                         m = -1;    S = ±1/2   

Для того чтобы полностью заполнить L-оболочку, необходимо 8 электронов. После того, как заполнена k-оболочка, третий электрон попадает на L-оболочку, для заполнения которой, как уже сообщалось, требуется 8 электронов. Поэтому литий очень химически активен. При постепенном заполнении L-оболочки химическая активность убывает, и, когда она полностью заполнена, мы получим инертный газ.

§ 9. Электрон в периодическом поле. Энергетические зоны.

Рассмотрим электрон, который находится в периодическом поле, представляющем собой последовательность потенциальных ям с интервалом d.


[image: image377]
Предположим, что электрон находился в одной из этих ям, тогда за счет туннельного эффекта он может попасть с соседние ямы, не теряя энергию. То есть существует вероятность обнаружить электрон с той же самой энергией в любой яме. Так как все ямы одинаковы, то вероятность обнаружить электрон в любой из них одна и та же. То есть волновая функция электрона в таком поле будет одна и та же. Зависимость энергии электрона от волнового числа k в периодическом поле будет практически такой же, как у свободного электрона.

E = P2/2m = ħ2 k2/2m
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Однако в периодическом поле будут существовать некоторые особенности. Волновая функция электрона на каждой границе ям будет испытывать отражение. В общем случае все отраженные волны равны нулю, за исключением, когда отраженные волны находятся в фазе. Это возможно, когда геометрическая разность хода между отраженными волнами будет равна целому числу длин волн.

2d = nλ = 2Пn/k;     λ = 2П/k
k = Пn/d    -  при таких k отраженные волны будут образовывать значительную отраженную волну, при сложении которой с падающей волной в системе возникает стоячая волна, то есть чередование узлов и пучностей.

При этом возможны два варианта:

1) пучность находится над ямой

2) узел находится над ямой

В первом случае говорят, что электрон захвачен ямой. Во втором случае говорят, что электрон находится вне ямы. Энергия электрона в этих случаях будет размыта.

Когда электрон находится в яме, его энергия будет меньше энергии свободного электрона. Когда электрон находится вне ямы, его энергия будет больше энергии свободного электрона.

Электрон в периодическом поле имеет непрерывный спектр энергии, так как его движение неограниченно, как и у свободной частицы. Влияние периодического поля приводит к возникновению в непрерывном спектре запрещенных зон энергии.

Рассмотрим кристаллическую решетку твердого тела. Потенциальная энергия электрона у каждого узла решетки представляет собой потенциальную яму. Если твердое тело имеет кристаллическое строение, то потенциальная энергия электрона внутри этого тела будет периодической последовательностью потенциальных ям. Движение электрона в твердом теле, таким образом, будет похоже на движение электрона в периодическом поле. Отличие состоит в том, что движение электрона в твердом теле ограничено размерами тела, что означает, что энергетический спектр в разрешенных зонах энергии будет дискретным. Из-за того, что размеры твердого тела много больше размера электрона, что интервал между ближайшими уровнями энергии  будет ничтожно мал, и поэтому энергия электрона под действием внешнего поля может меняться непрерывно, то есть внешнее поле действует на электрон и его скорость при этом меняется. Электрон может двигаться под действием электрического поля. 

Если электронов много, то картина резко изменяется. По принципу Паули в одном состоянии может находиться только один электрон. Если все состояния в разрешенной зоне энергии заполнены, то энергия электронов под действием внешнего поля измениться не может. 

Валентная зона – последняя полностью заполненная зона энергии.

Зона проводимости – следующая зона за валентной.

Если между валентной и пустой зоной проводимости находится широкая запрещенная зона шириной ∆ε >> kT, то такое тело называется диэлектриком. 

Если ширина запрещенной зоны ∆ε << kT или валентная зона полностью перекрывается зоной проводимости, то такое тело называется проводником. 

Когда ∆ε ≈ kT, то такие тела называются полупроводниками.

Скорость электрона в твердом теле совпадает с групповой скоростью волны:

E = ħω
V = Vg = dω/dk = (1/ħ) (dE/dk)

a = dV/dt = (1/ħ)(d/dt)(dE/dk) = (d2E/dk2)(1/ħ)(dħk/dt) = (1/ħ2) (d2E/dk2)F

m = ħ2/(d2E/dk2)    (1)

Такое представление поведения электрона в твердом теле называется зонной теорией. Суть зонной теории состоит в следующем: сложное взаимодействие электронов с внешним полем и ионами кристаллической решетки, заменяется некоторым ящиком формы твердого тела, в котором нет никаких ионов, а есть только электроны. Эти электроны ведут себя как свободные электроны с тем лишь отличием, что в их энергетическом спектре появляются запрещенные энергетические зоны и вместо массы электрона надо использовать эффективную массу (1)
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