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Числовые ряды, их сходимость и теоремы

Тема: Ряд Фурье. Теорема Дирихле
Коэффициент [image: image1.png]


 в разложении [image: image2.png]


-периодической функции [image: image3.png]f@=2
2



, [image: image4.png]x€(0:27)



равен …
	[image: image5.png]



	[image: image6.wmf]
	
	 [image: image7.png]




	  
	[image: image8.wmf]
	
	 [image: image9.png]




	  
	[image: image10.wmf]
	
	 [image: image11.png]




	  
	[image: image12.wmf]
	
	 [image: image13.png](S}






Решение:
Так как функция [image: image14.png]fx)



 не является ни четной, ни нечетной, то вычислим ее коэффициент Фурье по формуле: [image: image15.png]a=f
ASe



. Тогда
[image: image16.png]


.
Тема: Сходимость числовых рядов
Сумма числового ряда [image: image17.png]


 равна …
	[image: image18.png]



	[image: image19.wmf]
	
	 [image: image20.png]




	  
	[image: image21.wmf]
	
	 [image: image22.png]




	  
	[image: image23.wmf]
	
	 [image: image24.png]




	  
	[image: image25.wmf]
	
	 [image: image26.png]





Тема: Ряд Тейлора (Маклорена)
Если [image: image27.png]


, то коэффициент [image: image28.png]


 разложения данной функции в ряд Тейлора по степеням [image: image29.png]


 равен …
	[image: image30.png]



	[image: image31.wmf]
	
	 0

	  
	[image: image32.wmf]
	
	 1

	  
	[image: image33.wmf]
	
	 [image: image34.png]|





	  
	[image: image35.wmf]
	
	 2


Решение:
Так как коэффициенты данного ряда Тейлора вычисляются по формуле [image: image36.png]


, то вычислим последовательно производные:
[image: image37.png]fi(x)=42"—6x2



, [image: image38.png]Fr(x)=12x2-12x



, [image: image39.png]S(x)=24x-12



, [image: image40.png]F¥E)=24



, [image: image41.png]¥)=0



.
Тогда [image: image42.png]


.
Решение:
Так как [image: image43.png]


, то сумма данного ряда представляет собой сумму бесконечно убывающей геометрической прогрессии. То есть [image: image44.png]


.
Тема: Числовые последовательности
Общий член числовой последовательности  [image: image45.png]3°5°9°17°33°"



 имеет вид …
	[image: image46.png]



	[image: image47.wmf]
	
	 [image: image48.png]




	  
	[image: image49.wmf]
	
	 [image: image50.png]




	  
	[image: image51.wmf]
	
	 [image: image52.png]2n-1
2741

1






	  
	[image: image53.wmf]
	
	 [image: image54.png]2n-1
2n+1

o







Решение:
Из предложенных ответов правильным является [image: image55.png]ay

_2n-1
2" +1




, что легко можно проверить непосредственным вычислением. Например, [image: image56.png]


.
Тема: Сходимость числовых рядов
Даны числовые ряды:
А) [image: image57.png]1)

s



,
В) [image: image58.png]


.
Тогда …
	[image: image59.png]



	[image: image60.wmf]
	
	 ряд А) сходится, ряд В) расходится

	  
	[image: image61.wmf]
	
	 ряд А) расходится, ряд В) расходится

	  
	[image: image62.wmf]
	
	 ряд А) сходится, ряд В) сходится

	  
	[image: image63.wmf]
	
	 ряд А) расходится, ряд В) сходится


Тема: Ряд Тейлора (Маклорена)
Если [image: image64.png]f)=—>3

(x+1)



, то первые три (отличные от нуля) члена разложения этой функции в ряд Маклорена  имеют вид …
	[image: image65.png]



	[image: image66.wmf]
	
	 [image: image67.png]




	  
	[image: image68.wmf]
	
	 [image: image69.png]




	  
	[image: image70.wmf]
	
	 [image: image71.png]2






	  
	[image: image72.wmf]
	
	 [image: image73.png]1+3x+12x%






Решение:
Из разложения в ряд Маклорена функции 
[image: image74.png]m(m - 1) 2 mlm—1)m - 2)
21

fE)=0+x)" =1+mx+ —— 3



, следует, что
[image: image75.png]



Тема: Ряд Фурье. Теорема Дирихле
Коэффициент [image: image76.png]


 в разложении в ряд Фурье функции [image: image77.png]F(x)=cos® x



равен …
	[image: image78.png]



	[image: image79.wmf]
	
	 [image: image80.png]




	  
	[image: image81.wmf]
	
	 [image: image82.png]




	  
	[image: image83.wmf]
	
	 [image: image84.png]




	  
	[image: image85.wmf]
	
	 [image: image86.png]





Решение:
Воспользуемся формулой: [image: image87.png]a=f
ASe



. Тогда 
[image: image88.png]_2
T

z

2

J(1+cos2x)x =

0





[image: image89.png]_2
k4

(

2

T
+

sin 7

)



.
Тема: Ряд Тейлора (Маклорена)
Если [image: image90.png]


, то коэффициент [image: image91.png]


 разложения данной функции в ряд Тейлора по степеням [image: image92.png]


 равен …
	[image: image93.png]



	[image: image94.wmf]
	
	 0

	  
	[image: image95.wmf]
	
	 1

	  
	[image: image96.wmf]
	
	 [image: image97.png]|





	  
	[image: image98.wmf]
	
	 2


Решение:
Так как коэффициенты данного ряда Тейлора вычисляются по формуле [image: image99.png]


, то вычислим последовательно производные:
[image: image100.png]fi(x)=42"—6x2



, [image: image101.png]Fr(x)=12x2-12x



, [image: image102.png]S(x)=24x-12



, [image: image103.png]F¥E)=24



, [image: image104.png]¥)=0



.
Тогда [image: image105.png]


.



Тема: Числовые последовательности
Предел числовой последовательности [image: image106.png]


 равен …
	[image: image107.png]



	[image: image108.wmf]
	
	 [image: image109.png]




	  
	[image: image110.wmf]
	
	 [image: image111.png]




	  
	[image: image112.wmf]
	
	 [image: image113.png]




	  
	[image: image114.wmf]
	
	 [image: image115.png]





Решение:
Так как [image: image116.png]lim

n—o|

(

n

1
|-



, то [image: image117.png]’ . (2n-1
lima, = lim
n—se nse| 21

= lim[l*

>l







Тема: Сходимость числовых рядов
Даны числовые ряды:
А) [image: image118.png]


,
В) [image: image119.png]


.
Тогда …
	[image: image120.png]



	[image: image121.wmf]
	
	 ряд А) расходится, ряд В) сходится

	  
	[image: image122.wmf]
	
	 ряд А) расходится, ряд В) расходится

	  
	[image: image123.wmf]
	
	 ряд А) сходится, ряд В) сходится

	  
	[image: image124.wmf]
	
	 ряд А) сходится, ряд В) расходится


Решение:
Ряд [image: image125.png]-1
Zsn+l




 расходится, так как для него не выполняется необходимое условие сходимости. Действительно, [image: image126.png]2n-1

lim a, = lim
n—w n—eSn+l




.
Для исследования сходимости ряда [image: image127.png]S, -3 102

=1




 применим признак сходимости Даламбера. Тогда [image: image128.png]lim L] = lim

noe b,  nse 3iT



, то есть ряд сходится.
Тема: Ряд Фурье. Теорема Дирихле
Разложение в ряд Фурье на промежутке [image: image129.png]


 существует для функции…
	[image: image130.png]



	[image: image131.wmf]
	
	 [image: image132.png]fx)






	  
	[image: image133.wmf]
	
	 [image: image134.png])

cosx





	  
	[image: image135.wmf]
	
	 [image: image136.png]f(x)=tgx





	  
	[image: image137.wmf]
	
	 [image: image138.png]f@=1






Решение:
Сформулируем условия  Дирихле:
Если функция [image: image139.png]fx)



 периода [image: image140.png]


 кусочно-монотонна в промежутке [image: image141.png]


 и имеет в нем не более чем конечное число точек разрыва первого рода, то ее ряд Фурье сходится к сумме [image: image142.png]f(x)



 в каждой точке непрерывности и к сумме [image: image143.png]S +0)+ /(% = 0)
2



  в каждой точке разрыва. 
Тогда разложение в ряд Фурье на промежутке [image: image144.png]


 существует для функции [image: image145.png]fx)




, так как она удовлетворяет всем условиям Дирихле: функция [image: image146.png]fx)




 непрерывна на [image: image147.png]


 и кусочно-монотонна на [image: image148.png]


, т.е. отрезок [image: image149.png]


 можно разделить на два отрезка: [image: image150.png]


 - промежуток убывания и [image: image151.png]


 - промежуток возрастания.
Функции [image: image152.png])

cosx



, [image: image153.png]f(x)=tgx



, [image: image154.png]f@=1



имеют на промежутке [image: image155.png]


 разрывы второго рода, а значит, не разлагаются в ряд Фурье, так как по условиям Дирихле допускается конечное число точек разрыва первого рода.
Тема: Числовые последовательности
Числовая последовательность задана рекуррентным соотношением [image: image156.png]Ay.y=2ay,-Gy 1 —a,



, [image: image157.png]


, [image: image158.png]


. Тогда значение выражения [image: image159.png]


 равно …
	[image: image160.png]



	[image: image161.wmf]
	
	 12

	  
	[image: image162.wmf]
	
	 24

	  
	[image: image163.wmf]
	
	 4

	  
	[image: image164.wmf]
	
	 36


Решение:
Вычислим последовательно:
[image: image165.png]a3 =2a,ay—ay =4-2=2



,
[image: image166.png]ay=2azay-a3=8-2=6



,
[image: image167.png]=2a4a3-a,;=24-6=18




.
Тогда [image: image168.png]—ay=18-6=12




.



Тема: Сходимость числовых рядов
Сумма числового ряда [image: image169.png]


 равна …
	[image: image170.png]



	[image: image171.wmf]
	
	 [image: image172.png]




	  
	[image: image173.wmf]
	
	 [image: image174.png]




	  
	[image: image175.wmf]
	
	 5

	  
	[image: image176.wmf]
	
	 1





Тема: Ряд Тейлора (Маклорена)
Если [image: image177.png]s o2



, то коэффициент [image: image178.png]


 разложения данной функции в ряд Тейлора по степеням [image: image179.png]


 равен …
	[image: image180.png]



	[image: image181.wmf]
	
	 9

	  
	[image: image182.wmf]
	
	 [image: image183.png]




	  
	[image: image184.wmf]
	
	 1

	  
	[image: image185.wmf]
	
	 18


Тема: Ряд Фурье. Теорема Дирихле
Значение ряда Фурье функции [image: image186.png]flx)=x.xel-11]



 в точке [image: image187.png]


 равно …
	[image: image188.png]



	[image: image189.wmf]
	
	 0

	  
	[image: image190.wmf]
	
	 – 1

	  
	[image: image191.wmf]
	
	 1

	  
	[image: image192.wmf]
	
	 [image: image193.png]R






Решение:
Значение ряда Фурье на границах отрезка  задания [image: image194.png]


 вычисляется по формуле [image: image195.png]s)= /(71+0)2+/(170)



, тогда [image: image196.png]s(1)= /(—1+0)2+/(1—0):%:0



.
Тема: Ряд Фурье. Теорема Дирихле
Коэффициент [image: image197.png]


 в разложении в ряд Фурье функции [image: image198.png]f(x)



 на интервале [image: image199.png](-m7)



 равен …
	[image: image200.png]



	[image: image201.wmf]
	
	 [image: image202.png]




	  
	[image: image203.wmf]
	
	 [image: image204.png]




	  
	[image: image205.wmf]
	
	 [image: image206.png]




	  
	[image: image207.wmf]
	
	 [image: image208.png]ERES






Решение:
Коэффициент [image: image209.png]ks
ap= % [ £(0)coskxdx
.



. Тогда [image: image210.png]eTpHpYe M HedeTHyIO dyHKITIO

175 |
g R P ——

r




.
Тема: Числовые последовательности
Из числовых последовательностей  [image: image211.png]{

3n-5

ntnt2

1



, [image: image212.png]


, [image: image213.png]for 22



, [image: image214.png]


 не является сходящейся последовательность …
	[image: image215.png]



	[image: image216.wmf]
	
	 [image: image217.png]for 22





	  
	[image: image218.wmf]
	
	 [image: image219.png]{

3n-5

ntnt2

1





	  
	[image: image220.wmf]
	
	 [image: image221.png]




	  
	[image: image222.wmf]
	
	 [image: image223.png]





Решение:
Последовательность [image: image224.png]2
oy s
n-+n+2




 при четных [image: image225.png]


 примет вид [image: image226.png]1267 -5
4k2 42k +2



. Ее предел будет равен: 
[image: image227.png]lim[
ks

126 -5

4k2 +2k+2

)

s

4+



.
При нечетных [image: image228.png]


 последовательность примет вид [image: image229.png]2-12k-12k°
Ak + 6kt 4



. Ее предел будет равен: 
[image: image230.png]2.2,
(2-12k-1262) . |22 & _-12
lim lim ==
k>e| 4k +6k+4 ko<l

44844 4
%

=



.
Так как [image: image231.png]


, то данная последовательность не является сходящейся.
Остальные последовательности являются сходящимися, в чем легко убедиться, вычислив пределы общего члена.



Тема: Сходимость числовых рядов
Сумма числового ряда [image: image232.png]


 равна …
	[image: image233.png]



	[image: image234.wmf]
	
	 [image: image235.png]




	  
	[image: image236.wmf]
	
	 [image: image237.png]




	  
	[image: image238.wmf]
	
	 5

	  
	[image: image239.wmf]
	
	 1


Решение:
Представим общий член этого ряда в виде суммы 
[image: image240.png]



Тогда ряды [image: image241.png]


 и [image: image242.png]


 представляют собой бесконечно убывающие геометрические прогрессии. Следовательно, эти ряды сходятся, причем:
[image: image243.png]zo-3(3)




[image: image244.png]



Таким образом, сумма данного числового ряда равна: [image: image245.png]






Тема: Ряд Тейлора (Маклорена)
Если [image: image246.png]f)=—>3

(x+1)



, то коэффициент [image: image247.png]


 разложения данной функции в ряд Маклорена равен …
	[image: image248.png]



	[image: image249.wmf]
	
	 [image: image250.png]




	  
	[image: image251.wmf]
	
	 [image: image252.png]




	  
	[image: image253.wmf]
	
	 [image: image254.png]




	  
	[image: image255.wmf]
	
	 [image: image256.png]





Решение:
Так как разложение в ряд Маклорена функции [image: image257.png]flx)=@+x)"



 имеет вид:
[image: image258.png]mi
mm-1)
l)xz .

21

m(m =1)(m -
3l 2



, то [image: image259.png]


, или, учитывая, что [image: image260.png]


, получаем [image: image261.png]73(7371)(7372):710
3




.
Тема: Ряд Фурье. Теорема Дирихле
Коэффициент [image: image262.png]


 в разложении в ряд Фурье функции [image: image263.png]


 на интервале [image: image264.png](-m7)



 равен …
	[image: image265.png]



	[image: image266.wmf]
	
	 [image: image267.png]




	  
	[image: image268.wmf]
	
	 [image: image269.png]




	  
	[image: image270.wmf]
	
	 [image: image271.png]




	  
	[image: image272.wmf]
	
	 [image: image273.png]RIS






Решение:
Так как [image: image274.png]fx)



 – четная функция, то [image: image275.png]


.
Тема: Сходимость числовых рядов
Даны числовые ряды:
А) [image: image276.png]


,
В) [image: image277.png]


.
Тогда …
	[image: image278.png]



	[image: image279.wmf]
	
	 ряд А) расходится, ряд В) сходится

	  
	[image: image280.wmf]
	
	 ряд А) расходится, ряд В) расходится

	  
	[image: image281.wmf]
	
	 ряд А) сходится, ряд В) сходится

	  
	[image: image282.wmf]
	
	 ряд А) сходится, ряд В) расходится


Решение:
Ряд [image: image283.png]-1
Zsn+l




 расходится, так как для него не выполняется необходимое условие сходимости. Действительно, [image: image284.png]2n-1

lim a, = lim
n—w n—eSn+l




.
Для исследования сходимости ряда [image: image285.png]S, -3 102

=1




 применим признак сходимости Даламбера. Тогда [image: image286.png]lim L] = lim

noe b,  nse 3iT



, то есть ряд сходится.



Тема: Числовые последовательности
Предел числовой последовательности [image: image287.png]a, =nlln(n+2)-1nn)



 равен …
	[image: image288.png]



	[image: image289.wmf]
	
	 2

	  
	[image: image290.wmf]
	
	 [image: image291.png]




	  
	[image: image292.wmf]
	
	 [image: image293.png]




	  
	[image: image294.wmf]
	
	 0,5


Решение:
Так как [image: image295.png]lim

n—o|

(

n

1
|-



, то [image: image296.png]n
lim a, = lim n(ln(n +2)~lnn)= lim 1n[ﬁ]

n>x Py s n




[image: image297.png])2

- lim1 (HZ)Z —ine?

nox n




.



Тема: Ряд Тейлора (Маклорена)
Если [image: image298.png]


, то коэффициент [image: image299.png]


 разложения данной функции в ряд Тейлора по степеням [image: image300.png]


 равен …
	[image: image301.png]



	[image: image302.wmf]
	
	 0

	  
	[image: image303.wmf]
	
	 1

	  
	[image: image304.wmf]
	
	 [image: image305.png]|





	  
	[image: image306.wmf]
	
	 2


Решение:
Так как коэффициенты данного ряда Тейлора вычисляются по формуле [image: image307.png]


, то вычислим последовательно производные:
[image: image308.png]fi(x)=42"—6x2



, [image: image309.png]Fr(x)=12x2-12x



, [image: image310.png]S(x)=24x-12



, [image: image311.png]F¥E)=24



, [image: image312.png]¥)=0



.
Тогда [image: image313.png]


.
Тема: Числовые последовательности
Предел числовой последовательности [image: image314.png]a, =nlln(n+2)-1nn)



 равен …
	[image: image315.png]



	[image: image316.wmf]
	
	 2

	  
	[image: image317.wmf]
	
	 [image: image318.png]




	  
	[image: image319.wmf]
	
	 [image: image320.png]




	  
	[image: image321.wmf]
	
	 0,5





Тема: Сходимость числовых рядов
Сумма числового ряда [image: image322.png]


 равна …
	[image: image323.png]



	[image: image324.wmf]
	
	 [image: image325.png]




	  
	[image: image326.wmf]
	
	 [image: image327.png]




	  
	[image: image328.wmf]
	
	 [image: image329.png]




	  
	[image: image330.wmf]
	
	 [image: image331.png]





Решение:
Так как [image: image332.png]


, то сумма данного ряда представляет собой сумму бесконечно убывающей геометрической прогрессии. То есть [image: image333.png]


.



Тема: Ряд Тейлора (Маклорена)
Если [image: image334.png]


, то коэффициент [image: image335.png]


 разложения данной функции в ряд Тейлора по степеням [image: image336.png]


 равен …
	[image: image337.png]



	[image: image338.wmf]
	
	 0

	  
	[image: image339.wmf]
	
	 1

	  
	[image: image340.wmf]
	
	 [image: image341.png]|





	  
	[image: image342.wmf]
	
	 2


Решение:
Так как коэффициенты данного ряда Тейлора вычисляются по формуле [image: image343.png]


, то вычислим последовательно производные:
[image: image344.png]fi(x)=42"—6x2



, [image: image345.png]Fr(x)=12x2-12x



, [image: image346.png]S(x)=24x-12



, [image: image347.png]F¥E)=24



, [image: image348.png]¥)=0



.
Тогда [image: image349.png]


.
Тема: Ряд Фурье. Теорема Дирихле
Коэффициент [image: image350.png]


 в разложении в ряд Фурье функции [image: image351.png]f0=

&8

s



 в ряд косинусов на отрезке [image: image352.png]


 равен …
	[image: image353.png]



	[image: image354.wmf]
	
	 0

	  
	[image: image355.wmf]
	
	 [image: image356.png](S}





	  
	[image: image357.wmf]
	
	 [image: image358.png]RIS





	  
	[image: image359.wmf]
	
	 [image: image360.png]





Решение:
Воспользуемся формулой: [image: image361.png]a=f
ASe



. 
Тогда  [image: image362.png]


.
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